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Kata Pengantar 

Puji syukur atas limpahan Rahmat, Taufik, Dan Hidayah yang diberikan Allah 
Azza Wa Jalla sehingga penulis dapat menyelesaikan buku berjudul “Model 
Pembelajaran Kalkulus SMA Berbasis Masalah: untuk Melatih Kemampuan 
Berpikir Tingkat Tinggi Siswa”. Buku ini adalah salah satu produk dari hasil 
penelitian payung dengan judul “Pengembangan Model Pembelajaran Berbasis 
Masalah untuk Meningkatkan HOTS dan Karakter”. 

Buku ini berisi penjelasan mengenai model pembelajaran kalkulus SMA ber-
basis masalah (MPK-BM) dan operasional pelaksanaannya yang terdiri dari 
lima bab: (1) kerangka konseptual model pembelajaran; (2) kemampuan berpikir 
tingkat tinggi; (3) model Pembelajaran kalkulus berbasis masalah; (4) petunjuk 
operasional pelaksanaan pembelajaran; dan (5) ruang lingkup materi kalkulus. 
Model pembelajaran kalkulus SMA berbasis masalah (MPK-BM) ini pada da-
sarnya memiliki karakteristik yang sama dengan model pembelajaran berbasis 
masalah atau biasa juga dikenal dengan Problem-Based Learning (PBL). Untuk 
memudahkan pembaca dalam memahami operasional pelaksanaan model 
pembelajaran ini, penulis juga memasukkan contoh RPP dan LKS yang juga 
dikembangkan sesuai dengan MPK-BM ini. Setelah mencermati isi buku ini, di-
harapkan akan memberikan tambahan informasi terkhusus bagi para guru da-
lam merencanakan pembelajaran inovatif serta mengimplementasikannya 
dengan baik di kelas, tidak hanya untuk materi kalkulus, tetapi juga pada materi 
lainnya, atau bahkan pada mata pelajaran lainnya.  

Ucapan terimakasih tidak lupa penulis haturkan kepada Dr. Heri Retnawati, 
Dr. Sugiman, M. Si, Dr. Rasmuin Baco Minu, dan Drs. Anwar M.Pd yang telah 
menelaah perangkat pembelajaran serta memberikan saran maupun kritik da-
lam pengembangan model pembelajaran ini. Ucapan terimakasih juga penulis 
sampaikan kepada kepala sekolah dan guru matematika SMAN 2 Baubau yang 
telah memfasilitasi kegiatan ujicoba model pembelajaran, dan kepada semua 
pihak yang telah memberi sumbangan pemikiran, saran, maupun kritik selama 
proses penulisan buku ini. Akhirnya, dengan senantiasa memohon perlin-
dungan kepada Allah Azza Wa Jalla, semoga buku ini berguna bagi pembaca, 
serta memberi kontribusi positif untuk kemajuan dunia pendidikan Indonesia. 
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Bab 1 

Kerangka Konseptual Model Pembelajaran 

Urgensi Mengembangkan Model Pembelajaran 

endidikan merupakan salah satu komponen penting bagi kemajuan 
suatu bangsa. Oleh karena itu, inovasi dalam bidang pendidikan san-

gat dibutuhkan untuk mendukung kemajuan bangsa tersebut. Selain itu, 
kualitas pendidikan yang baik menentukan kualitas sumber daya manusia di 
suatu negara. Salah satu inovasi bidang pendidikan yang telah dilakukan 
oleh pemerintah Indonesia adalah dengan melakukan evaluasi dan pemba-
haruan kurikulum. Pada tahun 2013, pemerintah Indonesia menerapkan ku-
rikulum 2013 (K-13) pada jenjang sekolah dasar dan menengah. Implemen-
tasi kurikulum tersebut akan berjalan optimal apabila didukung oleh guru 
yang profesional mengimplementasikan kurikulum. Profesionalitas seorang 
guru merupakan salah satu faktor penentu kualitas pendidikan (Rusman, 
2012). Oleh karena itu, guru perlu melakukan perubahan-perubahan dalam 
pembelajaran agar sesuai dengan tuntutan kurikulum (Ahmadi & Amri, 
2014). Sementara itu, Elliot, Beddow, Kurz, et. al (2011) mengemukakan 
bahwa idealnya guru menciptakan lingkungan pembelajaran yang dapat 
memberikan kesempatan bagi siswa untuk mempelajari suatu pengetahuan 
sekaligus keterampilan. Lebih lanjut, Ahmadi & Amri (2014) mengemukakan 
bahwa guru harus mampu memilih model pembelajaran yang sesuai dengan 
materi yang diajarkan. 

Pengertian Model Pembelajaran Menurut Beberapa Pakar 

Model pembelajaran merupakan salah satu istilah yang sering dan 
akrab bagi seorang guru dalam perencanaan pembelajaran. Beberapa pakar 
telah banyak menjelaskan definisi dari model pembelajaran itu sendiri serta 
komponen-komponen yang termuat di dalamnya. Berikut ini beberapa pen-
dapat ahli mengenai model pembelajaran. 

P 
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Joyce, Weil & Calhoun (2009) mendefinisikan model pembelajaran ada-
lah suatu rancangan yang mendeskripsikan lingkungan pembelajaran yang 
memuat aktivitas-aktivitas yang harus dilakukan seorang guru dalam suatu 
proses pembelajaran. Joyce, Weil & Calhoun (2009) menambahkan bahwa 
model pembelajaran memiliki banyak kegunaan yang menjangkau segala 
bidang pendidikan, mulai dari perencanaan pembelajaran dan kurikulum 
hingga perancangan materi-materi pembelajaran termasuk multimedia.  

Gunter, Estes & Scwhab (2003) mendefinisikan model pembelajaran 
adalah “… a step-by-step procedure that lead to specific learning outcomes”. 
Model pembelajaran menurut pendapat tersebut didefinisikan sebagai 
langkah-langkah atau prosedur operasional yang digunakan seorang guru 
dalam proses pembelajaran. Langkah-langkah pembelajaran tersebut di-
tuangkan dalam perencanaan pembelajaran yang kemudian akan diimple-
mentasikan ke dalam proses pembelajaran untuk mencapai tujuan pembela-
jaran yang diharapkan.  

Sementara itu, Eggen & Kauchak (2012) menjelaskan bahwa model 
mengajar atau model pengajaran adalah cetak biru (blueprint) yang 
digunakan sebagai alat untuk membantu guru menjadikan pengajaran 
mereka sistematis dan efisien. Selanjutnya, pendapat lain dikemukakan oleh 
Suprijono (2015) yang menjelaskan bahwa model pembelajaran adalah lan-
dasan praktik pembelajaran hasil penurunan teori psikologi pendidikan dan 
teori belajar yang dirancang berdasarkan analisis terhadap implementasi ku-
rikulum dan implikasinya pada tingkat operasional di kelas. 

Berdasarkan uraian di atas dapat disimpulkan bahwa suatu model pem-
belajaran adalah kerangka konseptual, yang direncanakan oleh guru, yang 
menggambarkan seluruh komponen dalam kegiatan pembelajaran mulai 
dari awal hingga akhir yang melukiskan prosedur dalam mengorganisasikan 
pengalaman belajar. Model pembelajaran juga berfungsi sebagai pedoman 
bagi guru dalam merencanakan dan melaksanakan aktivitas pembelajaran 
di kelas untuk mencapai tujuan pembelajaran yang telah ditentukan. Dalam 
model pembelajaran tergambar jelas, langkah-langkah yang harus dilakukan 
selama proses pembelajaran, dan tujuan apa yang hendak dicapai pada 
akhir proses pembelajaran tersebut. 

Komponen-Komponen Model Pembelajaran 

Dalam upaya mengembangkan suatu model pembelajaran, kita perlu 
mengetahui apa saja komponen penyusun model pembelajaran tersebut. 
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setelah mengetahui komponen-komponennya, kita juga perlu mengetahui 
untuk siapa model pembelajaran akan diberikan dan untuk membelajarkan 
materi pelajaran apa. Dengan demikian, setiap komponen model pembela-
jaran yang dikembangkan sesuai dengan materi pelajaran yang akan diberi-
kan dan juga cocok dengan siswa yang akan menerima atau belajar pada 
materi tersebut. 

Komponen model pembelajaran dapat dikembangkan dengan merujuk 
pendapat beberapa ahli. Gunter, Estes & Scwhab (2003) mengemukakan 
bahwa model pembelajaran memiliki dua komponen utama, yaitu langkah-
langkah pembelajaran (step-by-step procedure), dan tujuan pembelajaran 
yang ingin dicapai (specific learning outcomes). Sementara itu, Arends (Tri-
anto, 2014) menjelaskan bahwa model pembelajaran mencakup empat kom-
ponen utama, yaitu tujuan (goals), sintaks (syntax), lingkungan (environ-
ment), dan sistem pengelolaan (management system). Pendapat lain 
dikemukakan oleh Eggen & Kauchak (2012) yang menyebutkan bahwa 
model pembelajaran atau model mengajar memiliki tiga ciri utama, yaitu 
tujuan yang dirancang untuk menciptakan pemahaman mendalam tentang 
materi dan pemikiran kritis, fase, yaitu serangkaian langkah-langkah yang 
bertujuan untuk membantu siswa mencapai tujuan pembelajaran yang spe-
sifik, dan fondasi, yaitu teori dan penelitian yang mendukung model tersebut. 
Selanjutnya, Joyce, Weil, & Calhoun (2009) menyatakan bahwa suatu model 
pembelajaran dapat dianalisis sesuai dengan empat konsep inti operasional 
yang mencirikan suatu model pembelajaran, yaitu: sintaks (langkah-langkah 
pembelajaran yang memuat urutan aktivitas guru dan siswa), sistem sosial 
(peran dan hubungan siswa dengan guru), prinsip reaksi (cara guru me-
mandang dan merespon siswa terhadap apa yang dilakukan), dan sistem 
pendukung (persyaratan dan dukungan apa yang diperlukan). Selain itu, ter-
dapat komponen lain, yaitu tujuan dan asumsi, serta dampak pengiring pem-
belajaran. 

Berdasarkan beberapa pendapat tersebut, terdapat beberapa kesa-
maan dalam mendefinisikan komponen maupun ciri suatu model pembela-
jaran. Pertama, seluruh pendapat di atas menunjukkan bahwa suatu model 
pembelajaran harus memiliki sintaks (langkah-langkah) pembelajaran. 
Kedua, suatu model pembelajaran harus memiliki tujuan sebagaimana yang 
disebutkan oleh Joyce, Weil & Calhoun sebagai dampak pembelajaran. Se-
mentara itu, Arends mengemukakan bahwa model pembelajaran harus 
memiliki lingkungan pembelajaran (environment) dan sistem pengelolaan 
(management system) yang juga memiliki kesamaan dengan sistem sosial, 
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prinsip reaksi, dan sistem pendukung sebagaimana yang dikemukakan oleh 
Joyce, Weil & Calhoun. Selanjutnya, model pembelajaran harus memiliki ra-
sional teoritik yang mendasari model pembelajaran tersebut. Dari beberapa 
pendapat yang dikemukakan di atas, komponen model yang dikemukakan 
oleh Joyce, Weil & Calhoun memenuhi seluruh komponen model yang 
dikemukakan oleh ketiga pendapat lainnya.  

Adapun pengembangan model pembelajaran pada buku ini mengacu 
pada komponen pembelajaran yang dikemukakan oleh Joyce, Weil & Cal-
houn yang meliputi sintaks (langkah-langkah) pembelajaran, sistem sosial, 
prinsip reaksi, sistem pendukung, dan dampak pembelajaran. Untuk lebih 
memahami mengenai komponen-komponen tersebut berikut dijelaskan se-
tiap komponen model pembelajaran. 

Sintaks Model Pembelajaran 

Sintaks dalam pembelajaran merupakan langkah-langkah, urutan/ fase 
dalam kegiatan pembelajaran yang merupakan deskripsi implementasi 
model di lapangan. Langkah-langkah kegiatan pembelajaran ini secara spe-
sifik memuat urutan-urutan aktivitas guru dan siswa dalam proses pembela-
jaran. Sintaks pembelajaran juga diharapkan dapat mempermudah guru da-
lam melaksanakan pembelajaran (Retnawati, 2015). Langkah-langkah pem-
belajaran tersebut tertuang dalam Rencana Pelaksanaan Pembelajaran 
(RPP).  

Sistem Sosial Model Pembelajaran 

Sistem sosial menyatakan peran dan hubungan antara siswa dan guru 
serta norma-norma yang berlaku. Disamping itu, implementasi suatu model 
pembelajaran dapat menggunakan nilai-nilai budaya lokal. Nilai-nilai budaya 
yang dimaksudkan di sini tidak terletak pada konten masalah yang 
digunakan, akan tetapi pada hubungan atau interaksi sosial antar siswa 
maupun siswa dengan guru. Pemilihan nilai-nilai budaya ke dalam sistem 
sosial pembelajaran ini memiliki tujuan untuk meningkatkan apresiasi siswa 
terhadap nilai budaya lokal sekaligus dapat meningkatkan hasil belajar siswa 
(Alexon & Sukmadinata, 2010). 

Prinsip Reaksi Model Pembelajaran 

Joyce, Weil dan Calhoun (2009) mengemukakan bahwa prinsip reaksi 
adalah hal -hal yang berkaitan dengan cara guru memperhatikan dan mem-
perlakukan siswa, termasuk bagaimana guru memberikan respon terhadap 
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pertanyaan, jawaban, tanggapan, atau apa yang siswa lakukan. Prinsip 
reaksi guru pada suatu model pembelajaran yang berkaitan dengan tangga-
pan terhadap pertanyaan atau terkait dengan hambatan dan kesulitan yang 
dihadapi siswa dalam menyelesaikan tugas-tugas yang diberikan dapat 
dikembangkan dengan membuat daftar pertanyaan sebagai bentuk scaffold-
ing (bantuan) untuk mengarahkan siswa. 

Sistem Pendukung Model Pembelajaran 

Sistem pendukung diperlukan agar model pembelajaran dapat ter-
laksana secara praktis dan efektif. Sistem pendukung mendeskripsikan kon-
disi-kondisi yang mendukung yang seharusnya diciptakan atau dimiliki oleh 
guru dalam menerapkan model pembelajaran. Sistem pendukung dalam 
model pembelajaran dapat berupa ketersediaan fasilitas tempat belajar, 
perangkat belajar, hingga media maupun peralatan atau teknologi yang dibu-
tuhkan. Sistem pendukung dalam suatu model pembelajaran harus dis-
esuaikan dengan kebutuhan. Artinya perangkat pendukung yang digunakan 
pada satu model pembelajaran dengan model pembelajaran lainnya tidak 
selalu sama. Pada umumnya sistem pendukung yang berupa  

Pada umumnya, sistem pendukung model pembelajaran yang harus 
dikembangkan oleh guru berupa perangkat pembelajaran dapat berupa 
Rencana Pelaksanaan Pembelajaran (RPP), Lembar Kegiatan Siswa (LKS), 
atau dapat pula mengembangkan sumber-sumber belajar. Format Penulisan 
RPP biasanya merujuk pada peraturan yang dikeluarkan pemerintah. Hal-
hal yang berkaitan dengan Standar Kompetensi (SK) hingga indikator pem-
belajaran dipengaruhi oleh peraturan atau kurikulum yang diberlakukan. Ku-
rikulum Tingkat Satuan Pendidikan (KTSP) memiliki perbedaan dengan ku-
rikulum 2013. Pada Peraturan Menteri Pendidikan Nasional (Permendiknas) 
nomor 41 tahun 2007 bahwa komponen-komponen yang harus tercakup da-
lam RPP dalam KTSP antara lain:  

(1) Identitas mata pelajaran,  
(2) Standar kompetensi,  
(3) Kompetensi dasar,  
(4) Indikator pencapaian kompetensi,  
(5) Tujuan pembelajaran,  
(6) Materi ajar,  
(7) Alokasi waktu,  
(8) Metode pembelajaran,  
(9) Kegiatan pembelajaran (pendahuluan, inti, penutup),  
(10) Penilaian hasil belajar, dan  
(11) Sumber belajar. 
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Selain itu, dalam penyusunan rencana pelaksanaan pembelajaran 
(RPP) juga perlu diperhatikan beberapa prinsip, yaitu: (1) memperhatikan 
perbedaan individu, (2) mendorong partisipasi aktif siswa, (3) mengem-
bangkan budaya membaca dan menulis, (4) memberikan umpan balik dan 
tindak lanjut, (5) keterkaitan dan keterpaduan, (6) menerapkan teknologi in-
formasi dan komunikasi.  

Sementara itu, terkait dengan Lembar Kegiatan Siswa (LKS), Majid 
(2012: 176) mengemukakan bahwa “lembar kegiatan siswa (students work 
sheet) adalah lembaran-lembaran berisi tugas yang harus dikerjakan oleh 
peserta didik”. (McArdle, 2010) menjelaskan bahwa “the worksheet is a way 
of organizing a picture of the training activity that becomes an important part 
of your module and lesson design”. Adanya LKS akan memudahkan guru 
dalam melaksanakan pembelajaran, dan memudahkan siswa belajar secara 
mandiri dan belajar memahami dan menjalankan suatu tugas tertulis.  

Biasanya format pada LKS menyesuaikan dengan kegiatan pembelaja-
ran yang akan dilakukan oleh siswa. Ketentuan mengenai format, maupun 
jenis kegiatan dalam LKS tidak diatur secara khusus dalam suatu kurikulum. 
Artinya guru dapat berinovasi mengembangkan LKS sesuai dengan kebu-
tuhan dan sesuai dengan tujuan pembelajaran yang hendak dicapai. Se-
bagai salah satu referensi dalam mengembangkan LKS, dapat pula merujuk 
pada pendapat ahli mengenai kriteria LKS yang baik. Berikut diberikan be-
berapa karakteristik LKS yang baik yang diadaptasi dari pendapat Arends & 
Kilcher (2010). 

1) Bahasa yang digunakan memperhatikan kaidah berbahasa yang baik, 
2) Tugas-tugas pada LKS sesuai dengan usia perkembangan siswa, 
3) LKS berguna sebagai alat membimbing siswa secara berkelanjutan, 
4) Waktu dalam mengerjakan LKS tidak terlalu lama, 
5) LKS dapat menunjukkan kemajuan belajar siswa, 
6) LKS harus memiliki prosedur kerja yang jelas, 
7) LKS membantu kesuksesan belajar siswa, 
8) LKS harus menarik dan menyenangkan. 

Dampak Penerapan Model Pembelajaran 

Dampak pembelajaran merupakan efek atau dampak yang ditimbulkan 
oleh implementasi suatu model pembelajaran (Huda, 2014: 76). Dampak 
pembelajaran terdiri atas dua macam, yaitu dampak instruksional dan dam-
pak pengiring. Dampak instruksional (dampak langsung) merupakan 
pengaruh langsung yang disebabkan oleh konten atau skill yang menjadi 
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dasar pelaksanaan model tersebut. Sementara itu dampak pengiring (dam-
pak tidak langsung) merupakan pengaruh yang sifatnya implisit dalam ling-
kungan atau bisa disebut sebagai pengaruh tidak langsung pelaksanaan 
model pembelajaran.  Biasanya, dampak langsung suatu model pembelaja-
ran adalah   pemahaman atau penguasaan siswa terhadap kompetensi yang 
diharapkan.  Sementara itu, dampak tidak langsung adalah skill atau ket-
erampilan siswa yang muncul akibat adanya aktivitas belajar yang mereka 
lalui. Misalnya kegiatan belajar dengan berdiskusi akan melahirkan ket-
erampilan siswa dalam berkomunikasi, atau kegiatan belajar yang 
mengedepankan aktivitas pemecahan masalah akan melahirkan siswa yang 
terampil menyelesaikan masalah, dan keterampilan lainnya yang mungkin 
timbul sebagai dampak tidak langsung dari pelaksanaan pembelajaran. 

 



 

 

Bab 2 

Kemampuan Berpikir Tingkat Tinggi 

Pengertian Kemampuan Berpikir Tingkat Tinggi 

ejumlah referensi telah menyinggung mengenai kemampuan ber-
pikir seseorang. Webb & Coxford (Sumarmo & Nishitani, 2010) 

mengemukakan bahwa tingkatan berpikir dalam matematika diklasifikasikan 
dalam dua level berdasarkan kedalaman dan kompleksitas aktivitasnya, 
yaitu lower order thinking (LOT) dan higher order thinking (HOT). Kemam-
puan lower order thinking (LOT) mencakup kemampuan melakukan operasi 
aritmetika sederhana, menerapkan aturan secara langsung, bekerja pada 
tugas-tugas algoritma. Sedangkan kemampuan higher order thinking (HOT) 
mencakup wawasan matematik, membuat dugaan, membuat analogi dan 
generalisasi, penalaran logis, pemecahan masalah, komunikasi dan koneksi 
matematika.  

Sementara itu, Thompson (2008) mengklasifikasikan kemampuan ber-
pikir berdasarkan aktivitas menyelesaikan tugas-tugas matematika. Thomp-
son (2008) menjelaskan bahwa lower order thinking dalam matematika ada-
lah kemampuan menyelesaikan tugas-tugas yang menggunakan informasi 
yang mudah diingat atau menerapkan algoritma sederhana dalam situasi 
atau konteks yang sudah dikenali siswa. Sedangkan, higher order thinking 
(HOT) “involves solving tasks where an algorithm has not been taught or 
using known algorithms while working in unfamiliar contexts or situations” 
Thompson (2008). Pendapat tersebut menekankan bahwa higher order 
thinking dalam matematika berhubungan dengan kemampuan me-
nyelesaikan tugas-tugas baru yang berbeda dengan situasi yang pernah 
diselesaikan sebelumnya.  

Pendapat Thompson tersebut sesuai dengan pendapat Mainali (2012), 
bahwa “HOT means handling a situation that we have not encountered be-
fore”. Dalam hal ini, berpikir tingkat tinggi berarti menangani situasi yang be-
lum pernah ditemui sebelumnya”. Proses berpikir tingkat tinggi ini akan ter-
jadi bila individu menghadapi masalah baru, dan tidak terdefinisi dengan 
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jelas. Selain itu, Brookhart (2010) mengemukakan bahwa “higher-order 
thinking is conceived as students being able to relate their learning to other 
elements beyond those they were taught to associate with it”. Maksudnya 
adalah berpikir tingkat tinggi berhubungan dengan kemampuan siswa untuk 
mengaplikasikan dan menghubungkan pembelajaran dengan hal-hal baru 
yang belum pernah diajarkan. Moseley, Baumfield, Elliott, et al. (2005) 
mengemukakan bahwa “higher-order thinking is essentially a learning pro-
cess which leads to a deeper understanding of the nature, justification, im-
plications, and value of what is known”. Pendapat tersebut menekankan 
bahwa higher order thinking mengarahkan pada pemahaman yang men-
dalam terhadap sesuatu yang sedang dipelajari. Pendapat lainnya mengait-
kan kemampuan berpikir tingkat tinggi dengan proses pemecahan masalah 
dan penyelesaian tugas-tugas yang diberikan. Rubin & Rajakaruna (2015) 
mengemukakan bahwa “the higher order thinking processes that occur in the 
process of solving mathematical problems are characterized by the applica-
tion of multiple criteria, which may not be known in advance”. Pendapat ini 
mengaitkan kemampuan berpikir tingkat tinggi dengan penerapan beberapa 
kriteria, yang mungkin tidak diketahui di awal.  

Karakteristik Berpikir Tingkat Tinggi 

Ramos, Dolipas, & Villamor (2013) mengemukakan bahwa “higher-or-
der thinking basically means thinking that is taking place in the higher-levels 
of the hierarchy of cognitive processing”. Pendapat di atas dapat dimaknai 
bahwa kemampuan berpikir tingkat tinggi (higher order thinking) menempati 
level teratas dalam taksonomi proses kognitif. Sehubungan dengan itu, be-
berapa pakar mengemukakan bahwa karakteristik higher order thinking 
dapat dilihat dari aktivitas kognitif siswa yang melibatkan 3 level terakhir da-
lam taksonomi Bloom. Ramirez & Ganaden (2008) berpendapat bahwa; “the 
top three cognitive processes considered as higher order thinking skills”. Da-
lam taksonomi Bloom yang direvisi, tiga level terakhir tersebut adalah ana-
lisis, evaluasi dan mengkreasi (Anderson & Krathwohl, 2015). 

Sejalan dengan uraian di atas, beberapa pendapat mengemukakan 
karakteristik berpikir tingkat tinggi berdasarkan taksonomi Bloom. Misalnya, 
Thompson (2008: 3) yang menjelaskan bahwa “the thinking skills in Bloom 
Taxonomy considered LOT include knowledge and comprehension, while 
the thinking skills of analysis, synthesis and evaluation are considered HOT”.  
Arends & Kilcher (2010) mengemukakan bahwa berpikir tingkat tinggi 
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(higher-order thinking) menyangkut kemampuan memahami (understand-
ing), membandingkan (comparing), mengevaluasi (evaluating), menjelaskan 
(explaining), dan mencipta (creating). Moore & Stanley (2010: 10) menyebut-
kan secara eksplisit bahwa “in Bloom’s Taxonomy, the three levels that re-
quire higher-level thinking are analysis, synthesis, and evaluation”.  

Sejalan dengan pendapat diatas, Hopson, Simms, & Knezek (2001: 
110) juga mengemukakan bahwa “higher-order thinking skills as those cog-
nitive skills that allow students to function at the analysis, synthesis, and 
evaluation levels of Bloom's Taxonomy”. Selain itu, Lipman (Moseley et al., 
2005) berpendapat bahwa higher order thinking berkaitan dengan analisis, 
sintesis dan evaluasi.  

Berdasarkan uraian diatas, dapat disimpulkan bahwa berpikir tingkat 
tinggi adalah aktivitas kognitif mendalam yang digunakan seseorang dalam 
menangani situasi, memecahkan masalah, atau mengerjakan tugas-tugas 
baru atau non rutin atau melibatkan proses kognitif yang berada pada level 
terakhir dalam taksonomi proses kognitif yaitu analisis, evaluasi, atau sin-
tesis (mengkreasi).  

Aspek-aspek Berpikir Tingkat Tinggi 

Berdasarkan definisi kemampuan berpikir tingkat tinggi yang telah 
dikemukakan di atas, kemampuan berpikir tingkat tinggi siswa dapat diukur 
berdasarkan tiga aspek pada Taksonomi Bloom. Berdasarkan hasil revisi 
taksonomi Bloom yang dikemukakan oleh Anderson & Krathwohl (2015) ten-
tang hierarki proses kognitif dalam taksonomi Bloom, maka diperoleh tiga 
komponen teratas dalam taksonomi proses kognitif memiliki urutan hierarki 
yaitu, analisis (level 4), evaluasi (level 5), sintesis/mengkreasi (level 6). Oleh 
karena itu, aspek kemampuan berpikir tingkat tinggi yang digunakan yaitu 
analisis, evaluasi, dan sintesis (mengkreasi).  

Anderson & Krathwohl (2015) menjelaskan bahwa analisis melibatkan 
kemampuan untuk memilah material atau komponen yang diberikan menjadi 
beberapa bagian kecil, dan menentukan bagaimana hubungan antar bagian 
dan antara setiap bagian dan struktur keseluruhannya. Oleh karena itu, 
aspek analisis dapat diukur dengan kemampuan membedakan informasi 
yang relevan dan tidak relevan dengan permasalahan, dan kemampuan me-
nyebutkan prosedur yang tepat dalam menyelesaikan masalah. Berikut 
diberikan salah satu contoh soal yang dapat digunakan untuk mengukur 
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aspek analisis. Soal berikut membutuhkan kemampuan siswa dalam 
memilah informasi yang relevan dengan grafik fungsi yang diberikan. 

Gambar 1. Contoh Soal untuk Mengukur Kemampuan Analisis 

 
Aldi dan Rahma melakukan identifikasi terhadap nilai ekstrim dan jenis ekstrim dari 
grafik fungsi seperti pada gambar. Hasil identifikasi mereka adalah sebagai berikut: 
Aldi 
A1.  𝑓(𝑥) memiliki dua titik stasioner yaitu saat 𝑥 = 1 dan 𝑥 = 4. 
A2. 𝑓(𝑥) memiliki nilai maksimum saat 𝑥 = 1 dan minimum saat 𝑥 = 4. 
A3. 𝑓(𝑥) memiliki satu titik belok yang terletak pada interval [1,4]. 
Rahma 
R1.  𝑓(𝑥) memiliki empat titik stasioner yaitu saat 𝑥 = 0, 𝑥 = 1, 𝑥 = 4 dan 𝑥 = 7, 
R2. 𝑓(𝑥) memiliki nilai maksimum pada saat 𝑥 = 7 dan nilai minimum pada saat 𝑥 =

0 
R3. 𝑓(𝑥) memiliki dua titik belok yaitu pada saat 𝑥 = 1 dan 𝑥 = 4. 
Tunjukkanlah hasil identifikasi Aldi dan Rahma yang sesuai dengan grafik fungsi 𝑓(𝑥) 
adalah.... 

 
Sementara itu, evaluasi didefinisikan sebagai membuat keputusan ber-

dasarkan kriteria. Kriteria yang digunakan biasanya berkaitan dengan kuali-
tas, efektivitas, efisiensi dan konsistensi (Anderson & Krathwohl, 2015). Oleh 
karena itu, aspek evaluasi dapat diukur dengan kemampuan menilai kebena-
ran suatu pernyataan, dugaan, atau proses matematisasi dan kemampuan 
menafsirkan solusi dari suatu masalah. Untuk mengukur aspek evaluasi, 
dapat digunakan contoh soal berikut. Soal yang diberikan membutuhkan ke-
mampuan siswa dalam memberikan penilaian, mengecek, langkah matema-
tis yang dilakukan oleh dua orang yang berbeda. 
  

𝑥 
𝟕 

𝑓(𝑥) 
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Gambar 2. Contoh Soal untuk Mengukur Kemampuan Evaluasi 
Andi dan Yuni sedang mendiskusikan tugas matematika yang diberikan kepada 
mereka. Mereka menggunakan langkah yang berbeda untuk menyelesaikan tugas 
tersebut. Berikut adalah pekerjaan Andi dan Yuni. 
Soal Tugas: Tentukan 𝑔′(𝑥) jika diketahui 𝑔(𝑥) = (2𝑥 + 1)2(𝑥 − 1). 

 
Andi dan Yuni memperoleh hasil yang berbeda. Setelah diperiksa, Pak guru menga-
takan bahwa penyelesaian Yuni masih keliru. Dimanakah letak kesalahannya? 

 
Aspek yang terakhir, yaitu sintesis (mengkreasi) melibatkan proses me-

nyusun elemen-elemen menjadi sebuah kesatuan yang koheren atau 
fungsional (Anderson & Krathwohl, 2015). Oleh karena itu, aspek sintesis 
dapat diukur dengan kemampuan menyebutkan dugaan atau pola, menarik 
kesimpulan yang benar berdasarkan data yang diberikan, dan memodifikasi 
data yang diberikan agar sesuai dengan kriteria. Untuk mengukur aspek sin-
tesis, dapat digunakan contoh soal berikut.  

Gambar 3. Contoh Soal untuk Mengukur Kemampuan Sintesis 
“Jika 𝑝(𝑥) = 𝑡𝑎𝑛 𝑥, 𝑞(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠 𝑥, dan 𝑟(𝑥) adalah fungsi yang diperoleh dengan men-
goperasikan fungsi 𝑝(𝑥) dan 𝑞(𝑥), dengan 𝑟′(0) = 0. Operasi fungsi 𝑝(𝑥) dan 𝑞(𝑥) 
yang tepat supaya sesuai dengan kriteria tersebut adalah….” 

 
Soal tersebut dapat diselesaikan dengan melakukan modifikasi ter-

hadap fungsi. Modifikasi tersebut dilakukan dengan memanipulasi fungsi-
fungsi yang ada sehingga kriteria yang ditetapkan dapat terpenuhi. 

Melatih Kemampuan Berpikir Tingkat Tinggi Siswa 

Terdapat beberapa sudut pandang yang digunakan oleh para ahli untuk 
menjelaskan cara untuk melatih kemampuan berpikir tingkat tinggi. 
Protheroe (2007), menyarankan enam hal yang harus dilakukan dalam kelas 
matematika untuk mendayagunakan kemampuan berpikir tingkat tinggi 

Andi 
Diketahui:𝑔(𝑥) = (2𝑥 + 1)2(𝑥 − 1). 
Ditanyakan: 𝑔′(𝑥) 
Penyelesaian:  
𝑔(𝑥) = (2𝑥 + 1)2(𝑥 − 1) 
𝑔(𝑥) = (4𝑥2 + 4𝑥 + 1)(𝑥 − 1) 
𝑔(𝑥) = 4𝑥3 − 4𝑥2 + 4𝑥2 − 4𝑥 + 𝑥 − 1 
𝑔(𝑥) = 4𝑥3 − 3𝑥 − 1 
Sehingga 𝒈′(𝒙) = 𝟏𝟐𝒙𝟐 − 𝟑  

Yuni 

Diketahui: 𝑔(𝑥) = (2𝑥 + 1)2(𝑥 − 1). 
Ditanyakan: 𝑔′(𝑥) 
Penyelesaian:  
Dengan menggunakan aturan perkalian dan aturan 
rantai pada turunan fungsi, diperoleh: 
𝑔′(𝑥) = 2.2(2𝑥 + 1)(𝑥 − 1) + (2𝑥 + 1)2  langkah 1 

𝑔′(𝑥) = 4(2𝑥2 − 2𝑥 + 𝑥 − 1) + (2𝑥 + 1)2  langkah 2 

𝑔′(𝑥) = 4(2𝑥2 + 𝑥 − 1) + (2𝑥 + 1)2   langkah 3 

𝑔′(𝑥) = (8𝑥2 + 4𝑥 − 4) + (4𝑥2 + 4𝑥 + 1)   langkah 4 

𝒈′(𝒙) = 𝟏𝟐𝒙𝟐 + 𝟖𝒙 − 𝟑   langkah 5 
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siswa, antara lain: (1) actively engage in doing mathematics; (2) solve chal-
lenging problems; (3) make interdisciplinary connections; (4) share mathe-
matical ideas; (5) use multiple representations to communicate mathematical 
ideas; dan (6) use manipulates and other tools.  

Ada 6 poin utama dari pendapat tersebut berkaitan dengan aktivitas 
yang harus dilakukan. Pertama adalah keaktifan siswa dalam melakukan ak-
tivitas matematika. Hal ini sangat erat kaitannya dengan teori kon-
struktivisme yang menyatakan bahwa pengetahuan harus dibangun sendiri 
oleh siswa, bukan diberikan secara langsung oleh guru. Kedua, me-
nyelesaikan masalah matematika yang menantang. Brookhart (2010) 
mengemukakan bahwa berpikir tingkat tinggi dapat dipandang sebagai 
pemecahan masalah. Dalam aktivitas memecahkan masalah siswa dapat 
menggunakan berbagai strategi, misalnya menggunakan langkah 
penyelesaian masalah yang dikemukakan Polya: memahami masalah, me-
rencanakan strategi, menjalankan strategi, dan melihat kembali. Aktivitas 
tersebut membutuhkan kemampuan siswa dalam menganalisis informasi 
pada masalah, merencanakan dan mensintesis strategi pemecahan dan 
mengevaluasi hasil yang diperoleh. Hal ini berarti bahwa selama aktivitas 
memecahkan masalah siswa menggunakan aktivitas menganalisis, men-
gevaluasi, dan mensintesis atau mengkreasi yang merupakan karakteristik 
dari berpikir tingkat tinggi. Ketiga, membuat koneksi dengan berbagai disiplin 
ilmu. Ketika siswa mampu mengkoneksikan matematika dengan disiplin ilmu 
lainnya, berarti siswa telah mengadaptasi konsep-konsep dalam matematika 
ke dalam situasi yang baru. Misalnya dengan menghubungkan matematika 
dengan bidang fisika, ekonomi, maupun bidang lainnya yang relevan dengan 
matematika. Aktivitas ini sesuai dengan definisi kemampuan berpikir tinggi 
yang telah dijabarkan di atas. Keempat, berbagi ide-ide matematika. Aktivi-
tas ini akan terjadi jika siswa dikondisikan dalam suatu forum diskusi untuk 
mengkomunikasikan ide-ide mereka. Pada saat siswa menyampaikan ide, 
teman kelompoknya akan melakukan analisis terhadap ide tersebut, 
sekaligus melakukan evaluasi dengan mencocokkan apa yang disampaikan 
dengan apa yang telah diketahui sebelumnya. Kelima, menggunakan 
berbagai cara untuk mengungkapkan ide-ide matematika. Ide-ide matemat-
ika dapat disampaikan dengan berbagai cara, misalnya dengan gambar, 
grafik, diagram, simbol, maupun dengan kata-kata. Untuk mampu merepre-
sentasikan ide dalam berbagai bentuk, maka dibutuhkan pemahaman men-
dalam dan keterampilan dalam mengkoneksikan konsep yang satu dengan 
lainnya. terakhir, atau keenam adalah menggunakan alat-alat manipulatif. 
Alat-alat manipulatif ini dibutuhkan untuk memperjelas kondisi dalam suatu 
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permasalahan. Selain itu, secara implisit mengemukakan bahwa untuk mel-
atih kemampuan berpikir tingkat tinggi dibutuhkan masalah. Masalah yang 
digunakan adalah masalah yang menantang (memberikan motivasi bagi 
siswa untuk turut serta dalam pembelajaran), membutuhkan kerjasama be-
berapa orang untuk menyelesaikannya, memiliki koneksi dengan disiplin 
ilmu lain. 

Pemaparan di atas, sejalan dengan pendapat yang dikemukakan oleh 
Miri, David, & Uri (2007) bahwa secara garis besar terdapat tiga strategi yang 
dapat dilakukan untuk melatih kemampuan berpikir tingkat tinggi siswa, 
yaitu: (1) present real-world cases; (2) direct class discussions related to a 
concept/phenomenon or a problem; dan (3) guide short inquiry-type experi-
ments in groups. Sementara itu, Goethals (2013) menambahkan bahwa un-
tuk melatih kemampuan berpikir siswa, guru harus menggunakan teknik ber-
tanya yang baik. Penggunaan pertanyaan tingkat tinggi dapat membantu 
siswa untuk mengembangkan kemampuan berpikirnya (Lee, 2015). Namun 
tidak semua pertanyaan harus diajukan dengan menggunakan jenis pertan-
yaan tingkat tinggi. Selain itu, Goethals (2013); Collins (2014) juga 
mengemukakan bahwa untuk mendukung pendayagunaan kemampuan ber-
pikir tingkat tinggi dapat dilakukan dengan mengorganisasikan siswa dalam 
kelompok. 

 



 

 

Bab 3 

Model Pembelajaran Kalkulus Berbasis 

Masalah (MPK-BM) 

enerapan model pembelajaran yang tepat merupakan faktor penunjang 
tercapainya tujuan pembelajaran. Tercapainya tujuan pembelajaran 

berimplikasi pada tercapainya tujuan pendidikan. Namun, dalam praktiknya, 
setiap model pembelajaran tidak dapat digunakan untuk semua mata pela-
jaran. Bahkan suatu model pembelajaran belum tentu cocok digunakan un-
tuk membelajarkan siswa pada sejumlah materi pelajaran yang berbeda. 
Mengacu pada argumentasi tersebut, maka seorang guru seharusnya mem-
iliki kemampuan dalam mengaplikasikan atau bahkan mengembangkan be-
berapa model pembelajaran inovatif. Salah satu model pembelajaran inovatif 
yang dinilai harus dikuasai oleh guru adalah model pembelajaran berbasis 
masalah atau PBM. Hal tersebut juga menjadi alasan PBM menjadi salah 
satu model pembelajaran yang direkomendasikan dalam implementasi K-13 
(Retnawati, 2015).  

Model Pembelajaran Berbasis Masalah 

PBM merupakan salah satu model pembelajaran yang berpusat pada 
siswa (student centered) yang menggunakan masalah-masalah kontekstual 
(real world problems), kompleks dan tidak terstruktur sebagai titik awal pem-
belajaran (Ajai & Imoko, 2014). PBM memiliki banyak keunggulan terutama 
mengaktifkan keikutsertaan siswa dalam pengalaman belajar (Arends & 
Kilcher, 2010; Burton, 2010), membentuk siswa menjadi pemikir yang fleksi-
bel dan sukses sebagai pemecah masalah (Ertmer, Simons, & Simons, 
2006). Selain itu, hasil-hasil riset menunjukkan bahwa PBM mendukung pen-
ingkatan kemampuan berpikir tingkat tinggi siswa (Magsino, 2014; 
Sastrawati, Rusdi, & Syamsurizal, 2011; Sumarmo & Nishitani, 2010). 

Namun demikian, sebagian besar guru masih kesulitan dalam menerap-
kan model pembelajaran berbasis masalah (Retnawati, 2015). Kesulitan ter-
sebut disebabkan Materi pelajaran matematika yang sulit seperti kalkulus 

P 
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cenderung masih diajarkan dengan metode ceramah. Padahal, hasil 
penelitian telah mengungkapkan bahwa pembelajaran berbasis masalah da-
lam materi kalkulus dapat mengembangkan kemampuan berpikir kritis (criti-
cal thinking), kemampuan mengevaluasi dan membuat keputusan (Mokhtar, 
Tarmizi, Tarmizi, & Ayub, 2010). Hasil tersebut mengindikasikan bahwa 
model pembelajaran berbasis masalah dapat diimplementasikan pada ma-
teri pelajaran yang sukar seperti kalkulus. Oleh karena itu, perlu dilakukan 
pengembangan model pembelajaran kalkulus berbasis masalah, dengan 
tujuan untuk menghasilkan model pembelajaran berbasis masalah yang 
dilengkapi dengan petunjuk operasional pelaksanaannya sehingga memu-
dahkan guru dalam mengimplementasikannya 

Model Pembelajaran Kalkulus Berbasis Masalah 

Model pembelajaran kalkulus berbasis masalah (MPK-BM) adalah 
model pembelajaran yang diadaptasi dan dikembangkan dari model pem-
belajaran berbasis masalah. Model pembelajaran kalkulus berbasis masalah 
(MPK-BM) dikembangkan dengan berlandaskan paradigma konstruktivisme. 
Model pembelajaran ini dikembangkan khusus untuk membelajarkan siswa 
pada materi kalkulus SMA. Materi kalkulus pada jenjang SMA meliputi limit 
fungsi, turunan fungsi dan integral. Seluruh aktivitas dalam MPK-BM 
dirancang untuk menumbuh kembangkan kemampuan berpikir tingkat tinggi 
siswa atau higher order thinking skill (HOTS). Komponen MPK-BM yang ter-
dapat pada buku ini antara lain: (1) sintaks atau langkah-langkah pembela-
jaran; (2) sistem sosial; (3) prinsip reaksi; (3) sistem pendukung; dan (4) 
dampak pembelajaran. 

Sintaks MPK-BM merupakan hasil modifikasi dari sintaks model 
pembelajaran berbasis masalah yang dikemukakan oleh beberapa ahli, an-
tara lain Eggen dan Kauchak (2012), dan Arends (2012), Tan (2003). Secara 
garis besar sintaks pembelajaran dalam MPK-BM dikembangkan 
berdasarkan kegiatan-kegiatan pembelajaran yang terdapat dalam 
pembelajaran berbasis masalah. Arah pengembangan sintaks pembelajaran 
berbasis masalah dikelompokkan menjadi dua aspek, yaitu dari segi 
pengelolaan masalah dan pengelolaan kelas. 

Aspek-aspek kegiatan dalam pembelajaran berbasis masalah diperoleh 
dari kegiatan pembelajaran yang dikemukakan oleh para ahli. Kegiatan 
“meeting the problem, problem analysis and learning issues, discovery and 
reporting dan overview integration and evaluation” yang dikemukakan oleh 
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Tan (2003) merupakan bagian dari pengelolaan masalah. Sedangkan solu-
tion presentation and reflection merupakan bagian dari pengelolaan kelas 
yang meliputi kegiatan presentasi dan refleksi. Kegiatan pembelajaran ber-
basis masalah yang dikemukakan Eggen & Kauchak (2012), yang diawali 
dengan mereview dan menyajikan masalah hingga menerapkan strategi 
juga termasuk dalam kegiatan pengelolaan masalah. Sementara itu, 
kegiatan membahas dan mengevaluasi hasil juga termasuk pengelolaan ke-
las, karena pada tahap ini siswa dipersilahkan untuk menyampaikan ga-
gasannya di depan kelas. Dua pendapat di atas sejalan dengan kegiatan 
pembelajaran berbasis masalah yang dikemukakan oleh Arends (2012), 
yang juga dapat dikelompokkan menjadi dua aspek (pengelolaan masalah 
dan pengelolaan kelas). Akan tetapi, kegiatan pembelajaran yang dikemuka-
kan oleh Arends (2012) lebih eksplisit menyatakan tahapan mengorganisasi-
kan siswa dalam belajar pada fase kedua. Pada tahap ini siswa diarahkan 
untuk menyelesaikan masalah yang diberikan melalui diskusi kelompok. Se-
mentara itu, kegiatan develop and present artifact and exhibits juga termasuk 
dalam aktivitas pengelolaan kelas, dimana guru memberikan kesempatan 
bagi siswa mempresentasikan dan memamerkan hasil karya di depan kelas. 

Aspek pengelolaan masalah dikelompokkan menjadi lima kegiatan, 
dengan satu kegiatan dilakukan oleh guru sebelum kegiatan pembelajaran 
dan empat kegiatan yang dilakukan selama proses pembelajaran berlang-
sung. Sementara itu, kegiatan pengelolaan kelas terdiri dari dua kegiatan 
yang juga dilakukan dalam kegiatan pembelajaran. Secara rinci penjabaran 
aspek kegiatan PBM menjadi kegiatan pembelajaran dalam MPK-BM dapat 
dilihat pada Tabel 1. 

Tabel 1. Kegiatan Belajar dalam MPK-BM 
Aspek Kegiatan  Kegiatan dalam MPK-BM 

Pengelolaan Masalah 

1. Merancang masalah 
2. Menyajikan masalah 
3. Mengidentifikasi dan merumuskan masalah 
4. Menyelidiki dan menyelesaikan masalah 
5. Mengevaluasi dan menarik kesimpulan 

Pengelolaan Kelas 1. Mengorganisasikan siswa 
2. Menyajikan penyelesaian masalah 

 
Pengelolaan masalah dimulai dengan merancang masalah yang dil-

akukan sebelum proses pembelajaran. Kegiatan merancang masalah ini 
sangat penting mengingat bahwa model pembelajaran kalkulus berbasis 
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masalah dikendalikan oleh masalah. Artinya, salah satu faktor yang menen-
tukan suksesnya MPK-BM adalah jenis masalah yang dirancang oleh guru. 
Desain/rancangan masalah berkaitan dengan karakteristik, konteks, ling-
kungan dan sumber-sumber belajar, serta tampilan. 

1. Karakteristik masalah. 
a) Relevansi masalah dengan materi kalkulus, 
b) Relevansi masalah dengan kehidupan nyata, 
c) Tingkat kesulitan masalah (diberikan dengan beberapa level kesu-

litan), 
d) Tingkat kompleksitas masalah, 
e) Hubungan masalah dengan disiplin ilmu lainnya 
f) Kemungkinan jumlah solusi yang bisa diperoleh 
g) Keterkaitan dengan konsep-konsep yang telah dipelajari. 

2. Konteks masalah: 
a) Masalah tidak terdefinisi dengan jelas (ill-structured) 
b) Menimbulkan motivasi dan keingintahuan siswa untuk mencari so-

lusinya 
c) Menantang 
d) novelty 

3. Lingkungan dan sumber belajar: 
a) Menstimulasi aktivitas kolaborasi, penemuan dan diskusi kelompok. 
b) Membutuhkan beberapa sumber belajar untuk menyelesaikannya 

4. Tampilan masalah: 
Disajikan dengan cara yang beragam (kertas, slide power point, video, 
suara, dll) 
Selain karakteristik yang telah disebutkan di atas, masalah yang 

digunakan dalam MPK-BM berupa soal-soal cerita yang terdiri dari routine 
story problem dan nonroutine process problem. Kedua jenis masalah terse-
but dirancang untuk kebutuhan yang berbeda. Routine story problem adalah 
soal-soal yang biasanya diberikan pada akhir pembelajaran (Souvieny, 
1994). Routine story problem dirancang sebagai bahan latihan setelah siswa 
mempelajari berbagai konsep. Soal cerita yang diberikan juga berbasis ke-
hidupan sehari-hari yang bertujuan untuk melatih kemampuan siswa dalam 
membaca/menginterpretasi dan membantu perkembangan ide-ide dan 
prosedur matematis yang baru. Biasanya routine story problem, dapat 
diselesaikan dengan memilih dan menerapkan satu atau lebih operasi.  
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Contoh routine story problem 

Sebuah perusahaan pengalengan ikan mampu memproduksi sebanyak 3000 kaleng 
ikan per hari dengan berat setiap kaleng adalah 250gr. Jika Perusahaan tersebut 
beroperasi selama 6 hari dalam satu pekan, berapa banyak ikan kaleng yang 
dihasilkan jika perusahaan tersebut telah beroperasi selama hampir satu bulan? 

 
Sementara itu, nonroutine process problem tidak dapat diselesaikan 

secara langsung dengan menerapkan satu atau lebih operasi, ataupun 
menggunakan satu atau beberapa konsep. Dibutuhkan kemampuan yang 
lebih kompleks, dan fleksibel untuk menyelesaikan masalah tersebut. Hal ini 
disebabkan nonroutine process problem membutuhkan penerapan be-
berapa kriteria, penerapan beberapa konsep, atau penerapan konsep-kon-
sep yang pernah dipelajari sebelumnya. Berdasarkan uraian di atas, dapat 
dilihat bahwa terdapat perbedaan mendasar antara routine story problem 
dan nonroutine process problem. Routine story problem dapat berupa ma-
salah yang dapat diselesaikan dengan satu langkah, atau banyak langkah, 
sedangkan nonroutine process problem membutuhkan satu atau banyak 
konsep untuk menyelesaikannya. 

Contoh nonroutine process problem 

Sebuah lahan pertanian mampu menghasilkan 30 Ton padi pada tahun pertama pen-
golahan lahan tersebut. Pada tahun ke dua, terjadi penurunan jumlah panen menjadi 
22,5 Ton disebabkan adanya limbah pabrik yang mencemari kawasan persawahan. 
Seorang konsultan pertanian menemukan bahwa kesuburan tanah telah mengalami 
penurunan sehingga hasil panen pada lahan tersebut dari tahun pertama ke tahun-
tahun berikutnya memenuhi fungsi 𝐻(𝑡) = 15 +

15

𝑡
, dengan H adalah hasil panen da-

lam ton, dan t adalah waktu dalam tahun. Petani yang mengolah lahan tersebut akan 
memperoleh laba jika hasil panen paling sedikit sebanyak 15 ton per tahun. Jika 
petani terus mengolah lahan tersebut, mungkinkah petani akan mengalami kerugian? 
Kemukakan alasanmu! 

 
Jika diperhatikan, contoh routine story problem dapat diselesaikan lang-

sung dengan menggunakan konsep limit fungsi, sementara itu, contoh non-
routine process problem di atas menggunakan konsep limit, dan konsep laba 
dan rugi, untuk menyelesaikannya. Dengan demikian, guru dapat memilih 
nonroutine process problem untuk melatih kemampuan berpikir tingkat ting-
ginya. Namun, untuk membantu siswa dalam menyelesaikan permasalahan 
tersebut, guru perlu memberikan atau mengarahkan siswa untuk mencari 
dan menggunakan berbagai sumber belajar selama proses pembelajaran. 
Selengkapnya mengenai contoh permasalahan yang digunakan dalam 
MPK-BM dapat dilihat pada subbab sistem pendukung MPK-BM. 
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Selanjutnya, pengelolaan masalah dalam proses pembelajaran ditandai 
dengan pemberian masalah kepada siswa, mengidentifikasi dan merumus-
kan masalah, menyelidiki dan menyelesaikan masalah serta penilaian (eval-
uasi) dan penarikan kesimpulan dari masalah. Sementara itu, aspek pengel-
olaan kelas terlihat pada tahap mengorganisasikan siswa dalam kelompok 
belajar serta adanya kegiatan presentasi atau penyajian hasil karya ke-
lompok di depan kelas. 

Sintaks (langkah-langkah) MPK-BM 

Sebagaimana yang telah disebutkan sebelumnya, sintaks model pem-
belajaran kalkulus berbasis masalah (MPK-BM) diadaptasi dan dikem-
bangkan dari sintaks pembelajaran berbasis masalah yang dikemukakan 
oleh beberapa pakar. Adapun sintaks pembelajaran dalam MPK-BM yaitu: 
(1) menyajikan masalah, (2) mengorganisasi siswa untuk belajar, (3) men-
gidentifikasi dan merumuskan masalah, (4) menyelidiki dan menyelesaikan 
masalah, (5) menyajikan penyelesaian masalah, dan (6) mengevaluasi dan 
menarik kesimpulan. Secara garis besar setiap langkah dalam sintaks pem-
belajaran MPK-BM dirancang untuk memberikan kesempatan bagi siswa un-
tuk mengkonstruksi pengetahuannya sekaligus menstimulasi kemampuan 
berpikir tingkat tinggi siswa. 

Menyajikan Masalah 

Tahap ini merupakan kegiatan awal pembelajaran. Kegiatan ini dimulai 
dengan penyampaian tujuan pembelajaran dan apersepsi oleh guru. Selan-
jutnya, guru menumbuhkan persepsi positif dan motivasi belajar siswa 
dengan cara menjelaskan manfaat dari materi yang akan dipelajari bagi ke-
hidupan sehari-hari siswa. Selain menyampaikan motivasi belajar, guru 
mendorong siswa untuk terlibat aktif dalam kegiatan pembelajaran. 

Kegiatan selanjutnya yang dilakukan oleh guru dalam tahap ini adalah 
menyajikan masalah yang bersumber dari kehidupan sehari-hari maupun 
berkaitan dengan disiplin ilmu lainnya (misalnya: masalah gerak, masalah 
pertumbuhan penduduk, masalah keuntungan perusahaan, dan masalah-
masalah lainnya) termasuk masalah-masalah dalam kalkulus itu sendiri 
yang relevan dengan indikator kompetensi yang ingin dicapai. Selain itu, 
jenis-jenis masalah yang digunakan harus memperhatikan karakteristik ma-
salah yang digunakan dalam MPK-BM. 
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Masalah berupa gambar maupun narasi dapat disajikan melalui media 
LKS, atau dengan menampilkan di depan kelas dengan menggunakan 
proyektor. Selain itu, masalah juga dapat diberikan dengan menampilkan 
video yang relevan dengan masalah yang akan dipelajari siswa. Namun, 
apabila sarana proyektor tidak tersedia di kelas, guru dapat pula meminta 
siswa untuk mengakses video yang telah diunggah (upload) pada suatu 
website sebelum pembelajaran dimulai. Untuk keperluan tersebut, guru 
perlu menginformasikan atau meminta siswa untuk mengakses video terse-
but pada pertemuan sebelumnya. Bila diperlukan guru memberikan ilustrasi 
singkat tentang masalah-masalah kalkulus yang akan diselesaikan oleh 
siswa, sebelum siswa menyelesaikan permasalahan tersebut secara mandiri 
maupun berkelompok.   

Mengorganisasikan Siswa untuk Belajar 

Pada tahap ini guru membentuk kelompok-kelompok belajar yang 
beranggotakan 4-5 orang siswa. Kelompok belajar yang dibentuk bersifat 
heterogen, yaitu dengan memperhatikan karakteristik siswa, misalnya ke-
mampuan, jenis kelamin, agama dan budaya dengan tujuan agar siswa 
memiliki keterampilan bekerjasama, berkomunikasi, serta menumbuhkan si-
kap toleransi dan menghargai perbedaan diantara anggota kelompok. 
Disamping itu, guru perlu memperhatikan dinamika sosial yang terdapat da-
lam kelas. Hal ini perlu dilakukan mengingat beberapa siswa terkadang sulit 
untuk bekerjasama selain teman dekatnya. Oleh karena itu, perlu diberikan 
motivasi kepada siswa tentang pentingnya keterbukaan dan penerimaan ter-
hadap individu lainnya. Hal ini perlu dilakukan secara kontinu agar siswa 
secara sadar dapat bekerjasama dengan baik bersama teman kelompoknya 
meskipun secara emosional siswa tersebut tidak terlalu dekat dengan teman 
kelompoknya tersebut. 

Setelah membentuk kelompok, guru menjelaskan cara bekerjasama 
(kolaborasi) dengan teman dan cara berinteraksi dengan guru dalam aktivi-
tas memecahkan masalah dengan menggunakan pola interaksi sosial bu-
daya tertentu. Kegiatan ini bertujuan agar siswa memahami peran dan juga 
pola interaksi yang mereka gunakan selama proses pembelajaran. Selain 
itu, nilai-nilai budaya yang ditanamkan bertujuan untuk melatih siswa dalam 
berkomunikasi, bertindak dan berperilaku yang sesuai dengan nilai-nilai bu-
daya sehingga karakter positif akan terbangun melalui proses pembelajaran. 
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Setelah itu, guru membagikan LKS yang akan digunakan untuk memfa-
silitasi kegiatan belajar kelompok dalam menyelesaikan masalah. LKS ter-
sebut bertujuan untuk menuntun siswa dalam menemukan konsep-konsep 
yang dibutuhkan dalam menyelesaikan masalah yang diberikan pada setiap 
proses pembelajaran. 

Mengidentifikasi dan Merumuskan Masalah 

Pada tahap ini, guru mengarahkan siswa untuk mengidentifikasi infor-
masi-informasi penting yang terdapat dalam masalah. kegiatan ini dilakukan 
secara individu bertujuan agar semua siswa memahami masalah apa yang 
akan diselesaikan selama proses pembelajaran berlangsung. Selanjutnya, 
siswa melakukan diskusi kelompok untuk menentukan rumusan masalah 
dan menentukan informasi-informasi tambahan yang harus diketahui. 
Disamping itu, guru memberikan scaffolding (bantuan) berupa pertanyaan-
pertanyaan, petunjuk, maupun bantuan yang bertujuan untuk memfasilitasi 
proses identifikasi dan perumusan masalah. Hasil identifikasi dan perumu-
san masalah harus dituliskan ke dalam LKS yang telah disediakan. Tahapan 
ini bertujuan untuk melatih kemampuan analisis siswa dalam mengidentifi-
kasi informasi yang relevan dengan masalah yang diberikan. 

Menyelidiki dan Menyelesaikan Masalah 

Pada tahap ini, siswa diarahkan untuk menyelesaikan masalah yang 
diberikan di awal pembelajaran. Siswa memulai kegiatan penyelidikan 
dengan melakukan pemilihan strategi yang akan digunakan dalam 
penyelesaian masalah. Apabila kompetensi yang akan dicapai merupakan 
suatu hal baru, maka siswa diarahkan terlebih dahulu untuk menemukan 
konsep-konsep yang relevan dengan masalah tersebut. Untuk memfasilitasi 
kegiatan tersebut, siswa diminta untuk melakukan beberapa kegiatan pada 
LKS yang bertujuan membantu siswa menemukan konsep-konsep yang rel-
evan dengan masalah. Tahapan ini bertujuan untuk melatih kemampuan an-
alisis dalam merencanakan prosedur dan memilih strategi yang tepat untuk 
menyelesaikan masalah.  

Mengingat waktu yang tersedia di dalam kelas yang sangat terbatas, 
maka kegiatan penemuan ini dapat dilakukan siswa di luar jam pelajaran. 
Dalam hal ini, pada pertemuan sebelumnya siswa diberikan LKS yang berisi 
langkah-langkah penemuan yang akan digunakan pada pertemuan selanjut-
nya. Akan tetapi, jika masalah yang diberikan merupakan aplikasi dari kon-
sep-konsep yang telah siswa miliki sebelumnya, maka kegiatan ini dapat 
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langsung dilakukan di dalam kelas. Kegiatan ini dilakukan dalam diskusi sub 
kelompok yang terdiri dari dua sampai tiga orang siswa.  

Setelah siswa menyelesaikan beberapa kegiatan tersebut, guru 
meminta siswa untuk berkolaborasi menentukan strategi yang tepat untuk 
menyelesaikan masalah yang diberikan. Strategi penyelesaian yang telah 
ditentukan selanjutnya digunakan untuk menentukan solusi dari masalah 
yang disajikan.  Tahap ini bertujuan untuk melatih kemampuan siswa dalam 
mengkreasi ide-ide, membuat dugaan, membuat pola, atau melakukan mod-
ifikasi terhadap konsep-konsep yang telah dimiliki agar sesuai dengan 
konteks yang sedang dihadapi.  Disamping itu, siswa juga dilatih untuk men-
gevaluasi proses dan hasil yang diperoleh sebelum menarik kesimpulan-
kesimpulan yang logis berdasarkan informasi dan hasil yang diperoleh. 

Seperti halnya pada tahap sebelumnya guru memberikan scaffolding 
(bantuan) berupa pertanyaan-pertanyaan, petunjuk, maupun bantuan yang 
bertujuan untuk membimbing siswa dalam proses pemecahan masalah. Per-
tanyaan yang dikemukakan oleh guru kepada siswa selama tahap penyelidi-
kan ini direncanakan pada saat menentukan masalah yang akan digunakan. 
Pemberian pertanyaan tersebut bertujuan untuk memancing siswa berpikir 
lebih ekstensif dan mendalam. Aktivitas terakhir pada tahap ini adalah guru 
meminta siswa untuk menuliskan hasil penyelidikan kelompoknya untuk di-
presentasikan di depan kelas. 

Menyajikan Penyelesaian Masalah 

Pada tahap ini, guru meminta setiap kelompok untuk menyajikan hasil 
penyelesaian masalah yang telah mereka peroleh melalui kegiatan sebe-
lumnya. Untuk memudahkan penyajiannya, penyelesaian masalah yang 
masing-masing kelompok dapat dituliskan pada sebuah karton yang 
kemudian ditempelkan di depan kelas. Selain itu, jika fasilitas ruang kelas 
dilengkapi dengan proyektor atau sejenisnya, dapat dimanfaatkan untuk 
menyajikan hasil yang diperoleh siswa. Media-media untuk menyajikan hasil 
tersebut masih sangat mungkin untuk dimodifikasi lagi sehingga sesuai 
dengan kebutuhan, serta dengan memperhatikan alokasi waktu ketersedi-
aan sarana-prasarana.  

Setelah itu, beberapa kelompok untuk melakukan presentasi hasil 
penyelidikan kelompoknya di depan kelas. Apabila memungkinkan, seluruh 
kelompok diberi kesempatan untuk mempresentasikan hasil yang diperoleh, 
namun apabila waktu yang tersedia terbatas, maka guru memilih beberapa 
kelompok saja untuk mempresentasikan hasilnya di depan kelas. Kelompok 
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yang dipilih untuk mempresentasikan hasil penyelidikannya didasarkan keu-
nikan hasil diskusi kelompok. Keunikan tersebut antara lain: jawaban yang 
berbeda dengan kelompok lain, terdapat konsep/ide penting pada hasil 
diskusi kelompok yang perlu untuk diberikan penekanan.  

Setelah kelompok mempresentasikan hasil diskusinya, guru memberi 
kesempatan kepada kelompok lainnya untuk memberikan tanggapan berupa 
pertanyaan, masukan, atau kritik disertai alasan. Selain itu, sesekali guru 
juga memberikan pertanyaan-pertanyaan untuk menguji sejauh mana pem-
ahaman siswa terhadap hasil kerja kelompoknya. Aktivitas yang dilakukan 
pada tahap ini bertujuan untuk melatih kemampuan komunikasi siswa dalam 
menyampaikan ide/ gagasannya di hadapan umum. Disamping itu, siswa 
juga dilatih untuk mengecek jawaban yang diperoleh oleh kelompok lainnya 
serta mencocokkan dengan hasil yang diperoleh kelompoknya. 

Mengevaluasi dan Menarik Kesimpulan 

Pada tahapan ini, guru mengarahkan siswa untuk meninjau kembali 
langkah penyelesaian, hingga solusi dari masalah yang diperoleh. Setelah 
itu, guru mengajak siswa untuk membuat kesimpulan dan memberikan pen-
guatan atas konsep yang termuat dalam aktivitas penyelidikan yang telah 
dilakukan siswa. Selanjutnya guru menguji pemahaman siswa dengan mem-
berikan beberapa contoh maupun bukan contoh yang terkait konsep yang 
berkaitan dengan aktivitas penyelidikan. Aktivitas ini bertujuan untuk menge-
tahui efektifitas masalah (effectiveness of the problem) yang diberikan 
kepada siswa, kualitas hasil karya siswa (quality of students’ work), dan un-
tuk memonitor kesuksesan belajar siswa.  

Tahapan akhir pada kegiatan pembelajaran ini melatih kemampuan 
siswa dalam mengevaluasi. Hal tersebut dilatih ketika siswa menilai kebena-
ran suatu pernyataan, dugaan maupun proses matematisasi yang dibuat 
oleh kelompoknya sendiri maupun oleh kelompok lain. Melalui aktivitas ini 
juga, siswa diajak untuk menafsirkan solusi yang diperoleh sesuai dengan 
konteks yang sedang dipelajari. 

Aktivitas yang dirancang dalam MPK-BM bertujuan untuk menstimulasi 
kemampuan siswa dalam menganalisis, mensintesis (mengkreasi), dan 
mengevaluasi (Lihat Tabel 2. Sebagaimana telah dijelaskan sebelumnya 
bahwa ketiga kemampuan tersebut merupakan komponen atau aspek dalam 
HOTS. Dengan demikian aktivitas pembelajaran dalam MPK-BM diharapkan 
dapat menstimulasi kemampuan berpikir tingkat tinggi atau higher order 
thinking skill (HOTS) siswa. 



  Hasan Djidu & Jailani 

25 
 

Tabel 2. Aspek HOTS yang Dilatih Melalui MPK-BM 

Sintaks Aktivitas siswa Kemampuan 
yang dilatih 

I a. Mengamati, dan 
b. Menanya Analisis 

II 

a. Mengamati,  
b. Menanya,  
c. Memahami perlunya bekerjasama dalam kelompok,  
d. Memahami nilai-nilai sosial budaya yang digunakan da-

lam berinteraksi dengan teman maupun guru. 

Analisis 

III 
a. Mengidentifikasi informasi penting (Informasi yang telah 

diketahui, informasi tambahan yang perlu diketahui, dan 
apa yang ditanyakan) 

Analisis 

IV 

a. Merencanakan prosedur penyelesaian masalah,  
b. Memilih strategi yang tepat,  
c. Mengkreasi ide-ide,  
d. Membuat dugaan,  
e. Membuat pola,  
f. Melakukan modifikasi terhadap konsep-konsep yang te-

lah dimiliki agar sesuai dengan konteks yang sedang 
dihadapi, 

g. Mengevaluasi proses dan hasil yang diperoleh sebelum 
menarik kesimpulan-kesimpulan yang logis berdasarkan 
informasi dan hasil yang diperoleh. 

Evaluasi dan 
Sintesis 

V 
a. Mengkomunikasikan ide-ide matematika dengan meng-

gunakan beberapa cara, dan 
b. Mengevaluasi ide, maupun gagasan dari kelompok lain. 

Evaluasi 

VI 

a. Menilai kebenaran suatu pernyataan, dugaan maupun 
proses matematisasi yang dibuat oleh kelompoknya 
sendiri maupun oleh kelompok lain, dan 

b. Menafsirkan solusi yang diperoleh sesuai dengan 
konteks yang sedang dipelajari 

c. Menarik kesimpulan 

Evaluasi  

Sistem Sosial MPK-BM 

Prinsip-prinsip sistem sosial yang terkandung dalam model pembelaja-
ran kalkulus berbasis masalah (MPK-BM) antara lain: (1) murid aktif dalam 
pembelajaran dan guru aktif untuk menjadi fasilitator pembelajaran; (2) siswa 
menyelesaikan masalah secara individu maupun dalam kelompok; (3) guru 
mendorong terjadinya interaksi dan negosiasi yang kondusif dalam aktivitas 
kelompok siswa; (4) siswa bebas memilih strategi pemecahan masalah yang 
sesuai dengan struktur kognitif siswa sewaktu menyelesaikan masalah. 

Upaya yang dilakukan untuk mendukung terlaksananya sistem sosial 
tersebut adalah dengan menerapkan pola pembelajaran kooperatif. Siswa 
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dalam kelompok saling bekerjasama dalam menyelesaikan masalah, saling 
bertanya/ berdiskusi antara siswa yang lemah dan yang pintar, kebebasan 
mengajukan pendapat, berdialog dan berdebat. Peran guru adalah sebagai 
fasilitator yang berperan untuk memfasilitasi aktivitas siswa dalam 
melakukan pemecahan masalah. Guru tidak boleh terlalu mendominasi 
siswa, akan tetapi hanya memfasilitasi atau memberikan bantuan secukup-
nya (scaffolding) kepada siswa sampai akhirnya mereka mampu untuk 
melakukan pemecahan masalah sendiri.  

Implementasi MPK-BM menggunakan nilai-nilai budaya lokal dalam sis-
tem sosial pembelajaran. Tujuan penggunaan nilai-nilai budaya ke dalam 
sistem sosial pembelajaran untuk meningkatkan apresiasi siswa terhadap 
nilai budaya lokal sekaligus dapat meningkatkan hasil belajar siswa. Oleh 
karena itu, nilai-nilai budaya yang dimaksudkan di sini tidak mutlak terletak 
pada konten masalah yang digunakan. Nilai-nilai budaya sebagai alat kontrol 
atau sebagai norma yang mengatur pola interaksi siswa dan guru dalam 
pembelajaran. Nilai budaya tersebut juga menjadi pegangan bagi guru da-
lam merespon setiap tindakan, pertanyaan, atau tanggapan siswa.  

Nilai budaya yang digunakan dalam MPK-BM adalah Sara pata anguna 
yang terdiri dari empat pilar utama: pomae-maeka, pomaa-maasiaka, popia-
piara, poangka-angkataka. Sara pata anguna adalah sistem sosial yang ber-
laku pada masyarakat Buton, Provinsi Sulawesi Tenggara. Sara Pata 
Anguna dipilih karena dua alasan. Pertama, Sara Pata Anguna mengandung 
nilai moral/ akhlak yakni tanggung jawab, kepedulian terhadap lingkungan 
dan kepedulian sosial yang digunakan dalam kerangka menjaga hubungan 
manusia dengan sang Khalik kemudian menjaga hubungan manusia dengan 
manusia. Kedua, Sara Pata Anguna juga mengandung nilai-nilai gotong 
royong, kolaborasi, toleransi, bersahabat dan komunikatif, dan juga toleransi 
yang digunakan dalam memecahkan masalah. 

Prinsip Reaksi MPK-BM 

Pembelajaran dengan menggunakan MPK-BM dilandasi oleh para-
digma konstruktivisme, yakni pembelajaran berpusat pada siswa, se-
dangkan guru berperan sebagai fasilitator, motivator, mediator dan evaluator 
dalam pembelajaran. Sebagai fasilitator, guru menyediakan sumber-sumber 
belajar dan memberi bantuan agar siswa mampu menemukan konsep, 
aturan, hubungan-hubungan, dan struktur-struktur yang belum diketahui. 
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Sebagai motivator, guru memberikan motivasi setiap awal pembelajaran, un-
tuk menumbuhkan minat siswa dalam belajar matematika. Ketika siswa 
bekerja menyelesaikan tugas-tugas, guru mengontrol jalannya diskusi dan 
memberikan motivasi agar siswa tetap berusaha menyelesaikan tugas-tu-
gasnya. Sebagai mediator, guru adalah tempat bertanya bagi siswa apabila 
menemui kesulitan dalam mengidentifikasi dan merumuskan masalah, mau-
pun pada saat menyelidiki dan menyelesaikan masalah. Guru memberikan 
bantuan secukupnya dan mendorong siswa untuk terus berusaha 
menemukan solusi dari setiap kesulitan yang dihadapi. Selama proses pem-
belajaran berlangsung, guru berkeliling untuk mengamati aktivitas siswa da-
lam melakukan seluruh aktivitas pemecahan masalah yang diberikan. Ting-
kah laku guru dalam menanggapi hasil pemikiran siswa berupa pertanyaan 
atau kesulitan yang dialami dalam menyelesaikan masalah harus bersifat 
mengarahkan, membimbing, memotivasi dan membangkitkan semangat 
belajar siswa. Sebagai evaluator, guru melakukan evaluasi atas pencapaian 
siswa yang bertujuan untuk mengetahui efektifitas masalah (effectiveness of 
the problem) yang diberikan kepada siswa, kualitas hasil karya siswa (quality 
of students’ work), dan untuk memonitor kesuksesan belajar siswa.  

Guru harus memberikan kesempatan pada siswa untuk mengungkap-
kan hasil pemikirannya, mencermati pemahaman siswa atas objek matemat-
ika yang diperoleh dari proses dan hasil penyelesaian masalah, menunjuk-
kan kelemahan atas pemahaman siswa dan memancing mereka 
menemukan jalan keluar untuk mendapatkan penyelesaian masalah yang 
sesungguhnya. Jika ada siswa yang bertanya guru terlebih dahulu memberi 
kesempatan pada siswa lainnya memberikan tanggapan dan merangkum 
hasilnya sebelum guru memberikan penjelasan/bantuan. Jika keseluruhan 
siswa mengalami kesulitan, maka guru langsung memberi penjelasan atau 
bantuan/memberi petunjuk sampai siswa dapat mengambil alih 
penyelesaian masalah pada langkah berikutnya.  

Sistem Pendukung MPK-BM 

Sistem pendukung mendeskripsikan kondisi-kondisi yang mendukung 
yang seharusnya dibuat, direncanakan atau dimiliki oleh guru dalam men-
erapkan model pembelajaran. Sistem pendukung diperlukan agar model 
pembelajaran ini dapat terlaksana secara praktis dan efektif. Agar model 
pembelajaran kalkulus berbasis masalah ini dapat terlaksana secara praktis 
dan efektif, guru harus membuat suatu rancangan pembelajaran yang 
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menggunakan masalah sebagai alat untuk membelajarkan siswa, yang di-
wujudkan dalam setiap langkah-langkah pembelajaran yang ditetapkan dan 
menyediakan fasilitas belajar yang cukup. Sistem pendukung mencakup 
pengkondisian lingkungan belajar (setting ruangan) dan fasilitas yang belajar 
yang diperlukan seperti ketersediaan masalah yang dapat digunakan dalam 
pembelajaran, ketersediaan rencana pembelajaran dan LKS yang mem-
bantu aktivitas siswa selama proses pembelajaran.  

Setting ruangan (meja siswa) yang umumnya terdapat di sekolah masih 
kurang mendukung kegiatan diskusi. Hal tersebut menjadi salah satu tan-
tangan dalam mengimplementasikan model pembelajaran ini. Oleh karena 
itu, penulis memberikan salah satu alternatif pengaturan ruangan kelas bela-
jar agar tidak menghambat implementasi model pembelajaran ini. 
Pengaturan ruangan dapat dibuat sesuai dengan Gambar 4. 

Gambar 4. Penataan Meja Siswa dalam MPK-BM 

 

Pengaturan posisi meja dan kursi siswa seperti pada Gambar di atas 
dilakukan agar siswa lebih mudah dalam berinteraksi satu sama lain. 
Disamping itu, perhatian siswa tidak lagi terlalu banyak berfokus di depan 
kelas, tetapi saling berhadapan dengan rekan kelompoknya sehingga mu-
dah dalam berkomunikasi. Pengaturan ruangan seperti Gambar 4 masih 
dapat dimodifikasi dan disesuaikan dengan kondisi ruangan belajar yang 
ada di sekolah.  

Dampak Penerapan MPK-BM 

Pembelajaran yang dilaksanakan dengan menggunakan model pem-
belajaran kalkulus berbasis masalah (MPK-BM) diharapkan akan mem-
berikan dampak yang positif bagi siswa.  Dampak penerapan MPK-BM da-
lam pembelajaran matematika terdiri dari dampak langsung dan dampak 
tidak langsung (pengiring).  

Kondisi awal 
Setting ruangan MPK-BM 
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Dampak Langsung MPK-BM 

Dampak langsung pembelajaran dengan menggunakan MPK-BM ada-
lah membantu siswa merekonstruksi konsep dan prinsip yang terdapat da-
lam materi kalkulus (limit fungsi, turunan fungsi, dan integral) melalui aktivi-
tas pemecahan masalah. Pemahaman siswa terhadap objek-objek ma-
tematika dibangun berdasarkan pengalaman belajar yang telah dimiliki 
sebelumnya. Kebermaknaan pembelajaran yang melahirkan pemahaman, 
dan pemahaman mendasari kemampuan siswa mentransfer pengetahuan-
nya dalam menyelesaikan masalah. Kemampuan menyelesaikan masalah 
yang berkaitan dengan materi kalkulus, kehidupan sehari-hari, maupun ma-
salah yang berhubungan dengan disiplin ilmu lain menyadarkan siswa akan 
kebergunaan matematika bagi kehidupannya sehingga timbul motivasi dari 
dalam diri siswa untuk mempelajari matematika. Ringkasnya, dampak lang-
sung MPK-BM ini dapat dilihat tercapainya tujuan pembelajaran yang telah 
ditentukan di awal pembelajaran. 

Dampak Tidak Langsung MPK-BM 

Dampak tidak langsung pembelajaran yang dilaksanakan meng-
gunakan MPK-BM adalah meningkatnya kemampuan berpikir tingkat tinggi 
siswa sebagai akibat dari aktivitas pembelajaran yang memberi ruang 
kepada siswa untuk melatih kemampuan berpikirnya. Selain itu dengan pen-
erapan nilai-nilai budaya dalam interaksi sosial akan membangun kesadaran 
siswa akan pentingnya nilai-nilai budaya dalam berinteraksi dengan sesama 
teman maupun kepada guru. Kesadaran terhadap nilai-nilai budaya tersebut 
juga berimplikasi pada penerimaan individu atas perbedaan-perbedaan 
yang terjadi. Perbedaan-perbedaan yang dimaksudkan dapat berupa perbe-
daan kemampuan antar siswa, perbedaan pendapat saat diskusi, bahkan 
perbedaan solusi masalah yang diberikan. Penerimaan yang diharapkan 
bukan berarti menerima ketika ada pendapat yang keliru, tetapi yang dimak-
sud penerimaan adalah cara siswa dalam menanggapi perbedaan yang ada 
dengan cara-cara yang santun sehingga siswa lainnya tidak merasa dijatuh-
kan atau dikecilkan oleh perbedaan atau kesalahan yang mereka buat. 



 

 

Bab 4 

Petunjuk Operasional Pelaksanaan 

MPK-BM 

ada bab ini penulis menyajikan operasional pelaksanaan model pem-
belajaran kalkulus berbasis masalah (MPK-BM) untuk memudahkan 

para pembaca dalam memahami model pembelajaran yang telah dikem-
bangkan. Dalam bab ini juga diberikan beberapa contoh yang sekiranya 
dapat membantu pembaca dalam merencanakan pembelajaran dengan 
menggunakan model pembelajaran ini. 

Penerapan Sintaks MPK-BM 

Setiap tahapan pada sintaks disusun secara operasional di dalam 
rencana pembelajaran untuk setiap pertemuannya. Dalam rencana pem-
belajaran dirumuskan kompetensi dasar (KD), indikator pencapaian kompe-
tensi, materi prasyarat dan materi yang akan dipelajari. Secara garis besar, 
skenario kegiatan guru dan siswa untuk setiap tahapan pembelajaran 
beserta rincian waktu yang disediakan tertuang dalam rencana pembelaja-
ran. Demikian pula strategi, metode, maupun teknik yang digunakan untuk 
mencapai kompetensi dasar yang ditetapkan. 

Skenario pembelajaran yang terdapat pada rencana pembelajaran 
disusun mengikuti setiap langkah-langkah pembelajaran (sintaks) MPK-BM 
yang terdiri dari 6 langkah, yaitu: (1) menyajikan masalah, (2) mengorgan-
isasikan siswa untuk belajar, (3) mengidentifikasi dan merumuskan masalah, 
(4) menyelidiki dan menyelesaikan masalah, (5) menyajikan penyelesaian 
masalah dan (6) mengevaluasi dan menarik kesimpulan. Perlu ditekankan 
bahwa kegiatan yang dilakukan guru selama proses pembelajaran adalah 
sebagai fasilitator dan mediator. Guru tidak boleh terlalu mendominasi siswa 
dalam proses pembelajaran sehingga siswa memiliki kesempatan untuk 
mengkonstruksi pengetahuannya sekaligus menstimulasi kemampuan ber-
pikir tingkat tingginya. Kegiatan yang dilakukan guru untuk setiap tahapan 
pembelajaran dijabarkan sebagai berikut: 

P 
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1. Menyajikan Masalah 
a) Membuka kegiatan pembelajaran dengan mengucapkan salam, 

menyapa siswa dan mengajak siswa berdo’a. 
b) Menyampaikan tujuan pembelajaran yang akan dicapai siswa me-

lalui MPK-BM pada materi kalkulus dengan menggunakan media 
power point. 

c) Memberikan apersepsi dengan memberikan pertanyaan untuk men-
guji pemahaman siswa tentang materi-materi prasyarat yang harus 
dikuasai. 

d) Memberikan motivasi tentang manfaat penting mempelajari materi 
kalkulus bagi kehidupan sehari-hari atau dalam disiplin ilmu lainnya. 

e) Menginformasikan pada siswa bahwa model pembelajaran yang 
digunakan adalah model pembelajaran kalkulus berbasis masalah, 
yaitu pembelajaran yang diawali dengan pengajuan masalah di awal 
pembelajaran. Kegiatan sangat penting untuk dilakukan agar se-
luruh siswa memahami langkah-langkah yang dilakukan selama 
proses pembelajaran. 

f) Mengajukan masalah yang berkaitan dengan kehidupan nyata, 
disiplin ilmu yang lain, termasuk masalah-masalah dalam kalkulus 
itu sendiri dengan menggunakan media LKS (masalah dalam bentuk 
narasi dan gambar), atau proyektor (masalah berupa gambar ber-
gerak, atau tayangan video). Media yang digunakan dalam 
menyajikan masalah sebaiknya jangan monoton. Dalam hal ini, dis-
elingi dengan media-media lainnya untuk menghindari kebosanan 
pada siswa. 

2. Mengorganisasikan siswa untuk belajar 
a) Membagi siswa ke dalam kelompok kecil yang heterogen dan 

beranggotakan 4-5 orang siswa. Untuk mendukung kegiatan ko-
laborasi siswa dalam melakukan diskusi kelompok, maka posisi 
duduk siswa diarahkan untuk melingkar atau saling berhadapan se-
bagaimana ditunjukkan pada Gambar 5. 

b) Kegiatan guru selanjutnya adalah menjelaskan cara bekerjasama 
(kolaborasi) dengan teman dan cara berinteraksi dengan guru dalam 
aktivitas memecahkan masalah dengan menggunakan pola in-
teraksi sosial yang berlandaskan nilai-nilai budaya sekaligus me-
nanamkan nilai-nilai karakter positif. 

c) Apabila siswa sudah memahami nilai-nilai sosial budaya tersebut, 
maka guru tidak perlu menjelaskan terlalu detail pada setiap aspek-
aspek tersebut, tetapi cukup dengan mengingatkan secara kontinu. 
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d) Membagikan LKS yang berguna untuk memfasilitasi siswa dalam 
menyelesaikan masalah. 

Gambar 5. Siswa Duduk Saling Berhadapan 

 
3. Mengidentifikasi dan merumuskan masalah 

a) Mengarahkan siswa untuk mengidentifikasi dan menuliskan infor-
masi penting dalam masalah secara individu.  

b) Meminta siswa mendiskusikan dengan teman kelompoknya untuk 
mendapatkan rumusan masalah.  

4. Menyelidiki dan menyelesaikan masalah 
a) Meminta siswa berdiskusi dan melakukan penyelidikan untuk 

menentukan strategi yang digunakan untuk menyelesaikan masa-
lah. 
1) Meminta siswa untuk melakukan/ mengerjakan kegiatan-

kegiatan dalam LKS secara sub kelompok. 
2) Berkeliling mengamati kerja siswa untuk membantu siswa yang 

mengalami kesulitan dalam melakukan/ mengerjakan kegiatan-
kegiatan dalam LKS. 

b) Meminta siswa menentukan strategi yang akan digunakan untuk 
menyelesaikan masalah. 
1) Membantu kelompok yang mengalami kesulitan dengan mem-

berikan pertanyaan-pertanyaan yang mengarahkan siswa un-
tuk menentukan strategi yang akan digunakan dalam me-
nyelesaikan masalah. 

c) Meminta siswa berdiskusi untuk menentukan solusi dari masalah 
dengan menggunakan strategi yang telah ditetapkan sebelumnya. 
1) Berkeliling mengamati kegiatan diskusi. 
2) Membantu kelompok yang mengalami kesulitan dengan mem-

berikan pertanyaan-pertanyaan yang mengarahkan siswa un-
tuk menyelesaikan masalah. 

d) Meminta siswa untuk menyiapkan presentasi hasil penyelesaian 
masalah. 
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5. Menyajikan penyelesaian masalah 
a) Memilih kelompok yang akan mempresentasikan hasil penyelesaian 

masalah berdasarkan keunikan hasil diskusi kelompok. 
b) Mempersilahkan siswa untuk mempresentasikan hasil penyelesaian 

masalah. Aktivitas presentasi dapat dilakukan dengan meminta 
siswa untuk menyiapkan slide presentasi, atau dengan meminta 
siswa untuk menuliskan pada sebuah kertas karton dan ditempelkan 
di depan kelas pada saat presentasi. Untuk lebih jelasnya perhatikan 
Gambar 6. 

Gambar 6. Siswa Melakukan Presentasi di Depan Kelas 

 
c) Memberikan kesempatan kepada kelompok lain untuk mengkritisi 

hasil kerja kelompok penyaji dan menyampaikan tanggapan berupa 
pertanyaan atau masukan. 

6. Mengevaluasi dan menarik kesimpulan  
a) Membantu siswa mengkaji ulang hasil pemecahan masalah dengan 

cara menafsirkan hasil yang diperoleh, menguji kebenaran hasil dan 
menganalisis kebenaran proses pemecahan masalah. 

b) Mengarahkan siswa untuk membuat kesimpulan dengan mem-
berikan pertanyaan-pertanyaan dan memberikan penguatan ten-
tang konsep yang tepat dalam penyelesaian masalah.  

c) Menguji pemahaman siswa dengan memberikan pertanyaan terkait 
contoh dan bukan contoh yang berkaitan dengan konsep yang telah 
dipelajari. 

d) Menyampaikan materi yang akan dipelajari selanjutnya yaitu ten-
tang sifat-sifat turunan fungsi. 

e) Menutup pembelajaran dengan salam 
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Penerapan Sistem Sosial dalam MPK-BM 

Untuk melaksanakan pembelajaran menggunakan MPK-BM dengan 
baik, diperlukan adanya kelompok-kelompok kecil pada siswa. Alasan uta-
manya adalah agar siswa dapat saling berbagi pengetahuan dan gagasan 
dalam kelompok belajar. Dengan kelompok, siswa belajar dari dan dengan 
orang lain. Situasi-situasi yang terjadi dalam proses bekerja kelompok juga 
akan membentuk berbagai kecakapan yang diperlukan siswa. Misalnya, ke-
cakapan interpersonal, komunikasi, maupun kecakapan belajar itu sendiri. 
Model pembelajaran kalkulus berbasis masalah (MPK-BM) yang dikem-
bangkan akan optimal bila guru dan siswa dapat mengelola pola interaksi 
antar-anggota kelompok, dan menempatkan diri atas masalah yang diberi-
kan.  

Kelompok belajar yang baik adalah kelompok yang dapat memotivasi 
anggotanya untuk terus belajar dan meningkatkan kecakapannya. Siswa 
belajar menganalisis masalah, saling berkomunikasi, berpikir, dan bekerja 
sama dalam kelompok. Kelompok yang baik juga dapat membuat ang-
gotanya menyadari peran dan posisinya dalam kelompok. Kinerja masing-
masing anggota maupun secara berkelompok sangat menentukan sukses 
tidaknya proses pembelajaran berbasis masalah. Oleh karena itu guru harus 
mengingatkan hal ini secara kontinu. 

Gambar 7. Siswa berkolaborasi untuk Menyelesaikan Masalah 

 
Gambar 8. Guru Mengontrol dan Membantu Siswa yang Kesulitan 

 
Aktivitas siswa pada saat mengidentifikasi dan merumuskan masalah, 

dan pada kegiatan menyelidiki dan menyelesaikan masalah harus dikondisi-
kan agar senantiasa terjadi kolaborasi dan setiap anggota kelompok terlibat 
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dalam proses pembelajaran (lihat Gambar 7). Sementara itu, guru senanti-
asa mengontrol jalannya diskusi dan memberikan bantuan pada kelompok 
yang mengalami kesulitan (lihat Gambar 8).  

Interaksi antar siswa dalam pembelajaran dengan terjadi pada saat 
diskusi kelompok. Pada saat itu, mereka berkesempatan berkolaborasi, sal-
ing mempertahankan pendapat, saling bertanya, saling membantu, me-
nanggapi, dan membuat kesepakatan untuk menentukan strategi yang tepat 
dalam menyelesaikan masalah. Peran guru pada saat itu adalah membimb-
ing, mengarahkan dan mengontrol jalannya diskusi. Adapun implementasi 
Sara Pata Anguna dalam MPK-BM dapat dilihat pada Tabel 3. 

Tabel 3. Implementasi Sara Pata Anguna dalam MPK-BM 
Nilai yang Terkandung Implementasi dalam Pembelajaran 

1. Tanggungjawab 
2. Peduli lingkungan/sosial 
3. Kolaborasi 
4. Bersahabat/komunikatif  
5. Toleransi  

1. Segan untuk melanggar hak-hak orang lain 
2. Berkomunikasi dengan bahasa yang sopan.  
3. Memberi perlakuan yang baik kepada sesama  
4. Kerjasama dan kolaborasi yang saling mem-

bangun 
5. Memberikan bantuan kepada yang kesulitan  
6. Guru memposisikan dirinya sebagai orang tua 

bagi siswa 
7. Penerimaan dan penghargaan atas perbe-

daan 
 
Dalam interaksi siswa dalam kelompok diskusi maupun berinteraksi 

dengan guru, para siswa diarahkan untuk memegang teguh nilai-nilai sara 
pata-anguna yang diajarkan oleh leluhur Buton, yang terdiri dari:  

a. Po mae-maeka (saling segan atau takut untuk melanggar hak-hak 
orang lain). Segan atau takut yang dimaksudkan disini diwujudkan me-
lalui cara berkomunikasi siswa kepada guru dengan menggunakan ba-
hasa yang sopan. Disamping itu, siswa juga harus mengikuti arahan 
dari guru dalam setiap proses pembelajaran. Segan juga diwujudkan 
melalui sikap siswa yang berlaku sopan dan santun baik kepada guru, 
maupun dengan sesama siswa. 

b. Po pia-piara (saling mengayomi dan melindungi) dan po maa-maasiaka 
(saling menyayangi). Pola interaksi sosial dengan menerapkan nilai-
nilai diwujudkan dengan bentuk kerjasama dan kolaborasi yang saling 
membangun antara siswa yang satu dengan lainnya. Siswa saling 
membantu menyelesaikan permasalahan yang dihadapi melalui diskusi 
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kelompok yang demokratis. Siswa yang lebih paham memberikan ban-
tuan kepada teman kelompok yang belum memahami setiap materi 
yang dipelajari. Selain itu, nilai-nilai Po pia-piara dan Po maa-maasiaka 
diwujudkan guru dengan memposisikan dirinya sebagai orang tua bagi 
siswa. nilai-nilai tersebut dapat diaplikasikan pada saat memberikan 
bantuan kepada siswa maupun kelompok yang mengalami kesulitan. 
Dalam memberikan bantuan, guru menggunakan bahasa dan cara-cara 
yang santun agar siswa senantiasa termotivasi untuk belajar. 

c. Po angka-angkataka (saling menghormati dan menghargai). Nilai-nilai 
Po angka-angkataka diwujudkan melalui perilaku siswa dalam me-
nanggapi pendapat yang dikemukakan teman kelompok maupun ke-
lompok lainnya. Setiap siswa harus menghargai setiap pendapat dan 
hasil yang diperoleh teman sekelompok maupun kelompok lain. Jika 
terdapat perbedaan pendapat atau hasil, maka setiap siswa harus 
memberikan tanggapan maupun sanggahan dengan cara yang santun. 

Penerapan Prinsip Reaksi dalam MPK-BM  

Prinsip reaksi berkaitan dengan cara guru memperhatikan dan memper-
lakukan siswa, termasuk cara guru memberikan respon terhadap pertan-
yaan, jawaban, tanggapan atau apa yang dilakukan siswa selama proses 
pembelajaran. Pembelajaran dengan menggunakan MPK-BM dilandasi oleh 
teori konstruktivisme, dimana pembelajaran berpusat pada siswa sedangkan 
guru berperan sebagai fasilitator, motivator, mediator dan evaluator dalam 
pembelajaran. Untuk mewujudkan tingkah laku tersebut, guru harus mem-
berikan kesempatan kepada siswa untuk mengungkapkan hasil 
pemikirannya secara terbuka, mencermati pemahaman siswa, dan memanc-
ing siswa untuk menemukan jalan keluar atas masalah yang diberikan. Guru 
juga memberikan kesempatan kepada siswa untuk menanggapi dan mem-
berikan masukan teman kelompoknya maupun terhadap kelompok lain.  

Prinsip Reaksi Guru saat Memfasilitasi Proses Berpikir 

Saat memfasilitasi, guru memberikan mediasi dengan penuh selidik dan 
bertanya, untuk memperoleh konsep kunci, prinsip maupun teori. Guru 
selalu menjembatani dan menutup kesenjangan yang ada dalam menuntut 
siswa mempelajari apa yang penting dari masalah dan mendapatkan masa-
lah terkait. Pada saat belajar kelompok, guru harus berusaha menciptakan 
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suasana yang produktif dan menyenangkan. Guru juga mengawasi agar ba-
hasan yang terjadi cukup komprehensif, dan kritis mengevaluasi informasi 
dan sumber-sumber materi yang digunakan. 

Aktivitas guru dalam memfasilitasi harus menggali pendapat siswa lebih 
jauh dengan mengaitkan berbagai proses dalam pembelajaran berbasis ma-
salah dengan pengetahuan siswa sebelumnya, pengalaman siswa sebe-
lumnya, konteks dunia nyata yang akan dihadapi siswa, konsep atau teori 
yang ada, baik yang sudah dipelajari maupun yang belum, dan berbagai 
fakta dan gagasan yang ada seputar masalah yang sedang disajikan. 

Guru dapat menggunakan pertanyaan-pertanyaan pada Tabel 4 untuk 
memfasilitasi proses berpikir siswa dalam pembelajaran kalkulus dengan 
menggunakan model pembelajaran kalkulus berbasis masalah (MPK-BM). 
Pertanyaan-pertanyaan tersebut dapat diajukan jika sebagian besar siswa 
mengalami kesulitan. Pertanyaan dapat diajukan pada saat siswa men-
gidentifikasi dan merumuskan masalah (fase II), menyelidiki dan me-
nyelesaikan masalah (fase III) dan pada saat mengevaluasi dan menarik 
kesimpulan (fase VI). 

Prinsip Reaksi Guru saat Menjelaskan/ Memberikan Informasi 

Prinsip reaksi guru saat menjelaskan/ memberi informasi, adalah 
menarik perhatian siswa agar memperhatikan penjelasan atau informasi 
yang diberikan. Ketika menginformasikan indikator, tujuan pembelajaran, 
memotivasi dan menjelaskan pola interaksi sosial budaya dalam proses 
pembelajaran, pastikan semua siswa mencermati dan memahami dengan 
baik. Untuk menjamin terwujudnya hal tersebut, guru dapat menggunakan 
kata-kata atau stimulus untuk menarik perhatian siswa. Demikian pula, pada 
saat guru menjelaskan maksud dari masalah. Hal ini dilakukan jika ada siswa 
atau salah satu kelompok yang belum paham maksud dari masalah tersebut. 

Kebiasaan guru dalam transfer pengetahuan dalam memberikan infor-
masi harus dihindari. Penjelasan yang diberikan terbatas pada menghantar-
kan siswa pada pemahaman terhadap konsep-konsep dan aturan-aturan 
yang terkait dengan pemecahan masalah. Pada saat merespon siswa yang 
mengajukan pertanyaan, guru terlebih dahulu memberikan kesempatan 
pada siswa yang lain untuk menanggapi dan memberikan masukan atas per-
tanyaan yang diajukan temannya. 

Tabel 4.Contoh Pertanyaan untuk Memfasilitasi Siswa dalam MPK-BM 
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Sintaks Contoh pertanyaan yang dapat diajukan Guru 
Mengidentifi-
kasi dan meru-
muskan masa-
lah (fase II) 

1. Apa yang dimaksud dengan kata mendekati pada soal cerita 
di atas?  

2. Apakah nilai fungsi pada titik 𝑥 = 𝑐 dapat ditentukan? 
3. Bagaimana nilai fungsi di sekitar titik 𝑥 = 𝑐? Apakah bisa 

ditentukan? 
4. Bagaimana bentuk grafik fungsinya? 
5. Bagaimana model matematika untuk menggambarkan 

fungsi tersebut? 
6. Apa maksud kalimat menyinggung kurva? 
7. Bagaimana kaitan antara kecepatan dengan turunan fungsi? 
8. Apakah turunan fungsi tersebut dapat diselesaikan dengan 

konsep … ? 
Menyelidiki 
dan me-
nyelesaikan 
masalah (fase 
III) 

1. Apakah limit fungsi dapat ditentukan dengan metode …? 
2. Mengapa limit fungsi tersebut tidak dapat ditentukan dengan 

metode …? 
3. Apakah turunan fungsi dalam masalah tersebut dapat 

diselesaikan dengan menggunakan aturan …? 
4. Mengapa menggunakan aturan … untuk menentukan 

turunan fungsi? 
5. Apakah ada cara lain yang lebih efektif? 
6. Bagaimana langkah-langkah menentukan turunan fungsi 

komposisi? 
7. Rumus atau aturan apa yang bisa digunakan untuk menen-

tukan turunan fungsi tersebut? 
Mengevaluasi 
dan menarik 
kesimpulan 
(fase V) 

1. Apakah langkah-langkah yang kalian lakukan sudah benar? 
2. Bagaimana limit fungsi … jika 𝑥 mendekati …? 
3. Apakah turunan fungsi tersebut dapat ditentukan dengan 

konsep yang kita pelajari hari ini? 
4. Konsep apa saja yang telah kita pelajari hari ini? 
5. Jelaskan strategi yang telah kalian pelajari untuk menen-

tukan limit fungsi. 
6. Jelaskan strategi apa yang telah kalian pelajari untuk 

menentukan turunan fungsi. 

Menyiapkan Sistem Pendukung MPK-BM 

Selain pengaturan ruangan belajar sebagaimana yang telah dipaparkan 
pada bab sebelumnya, diperlukan kumpulan masalah yang dirancang sesuai 
dengan karakteristik masalah MPK-BM. Lembar kegiatan siswa (LKS) juga 
dibutuhkan untuk memfasilitasi siswa selama proses pembelajaran (contoh 
LKS terlampir). Sementara itu, untuk memudahkan guru dalam mengelola 
pembelajaran, maka juga diperlukan rencana pelaksanaan pembelajaran 
(contoh RPP terlampir). Berikut diberikan beberapa contoh permasalahan 
yang dapat digunakan dalam MPK-BM. 
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Contoh Masalah yang diberikan dalam Pembelajaran 

Masalah 1 (Limit Fungsi Aljabar) 
Sebuah perusahaan pengalengan ikan mampu memproduksi sebanyak 3000 
kaleng ikan per hari dengan berat setiap kaleng adalah 250gr.  
a. Jika Perusahaan tersebut beroperasi selama 6 hari dalam satu pekan, berapa 

banyak ikan kaleng yang dihasilkan jika perusahaan tersebut telah beroperasi 
selama hampir satu bulan? 

b. Jika pada awal bulan berikutnya, pabrik mengoperasikan satu mesin tambahan 
yang mampu memproduksi sebanyak 150 kaleng ikan per hari, berapa banyak 
ikan kaleng yang dihasilkan perusahaan tersebut setelah beroperasi selama 
hampir dua bulan? 

Masalah 2 (Limit Fungsi di tak Hingga) 
Sebuah lahan pertanian mampu menghasilkan 30 ton padi pada tahun pertama 
pengolahan lahan tersebut. Pada tahun ke dua, terjadi penurunan jumlah panen 
menjadi 22,5 ton disebabkan adanya limbah pabrik yang mencemari kawasan per-
sawahan. Seorang konsultan pertanian menemukan bahwa kesuburan tanah te-
lah mengalami penurunan sehingga hasil panen pada lahan tersebut dari tahun 
pertama ke tahun-tahun berikutnya memenuhi fungsi 𝐻(𝑡) = 15 +

15

𝑡
, dengan H 

adalah hasil panen dalam ton, dan t adalah waktu dalam tahun. Petani yang men-
golah lahan tersebut akan memperoleh laba jika hasil panen paling sedikit 
sebanyak 15 ton per tahun. Jika petani terus mengolah lahan tersebut, mung-
kinkah petani akan mengalami kerugian? Kemukakan alasanmu! 
Masalah 3. (Turunan Fungsi Aljabar) 
Pada sebuah kejuaraan balapan mobil Formula-1, diamati pergerakan setiap mo-
bil balap. Pengamatan dilakukan oleh tim kemudian dilaporkan kepada sang pem-
balap setiap saat. Jarak tempuh salah satu mobil balap (dalam satuan puluhan 
meter) dari titik start pada 10 detik pertama diberikan oleh fungsi 𝑓(𝑡) = 𝑡3, dengan 
t adalah waktu tempuh (0 ≤ 𝑡 ≤ 10). Tentukan kecepatan mobil balap tersebut 
setelah 5 detik. 
Masalah 4. (Sifat-Sifat Turunan Fungsi) 
Seorang pemain bola menendang bola sehingga bola tersebut melambung 
dengan ketinggian ℎ meter dari permukaan tanah. Apabila ketinggian bola setelah 

𝑡 detik adalah 𝐻(𝑡) =  
−2𝑡3+8𝑡2

𝑡
 meter. Seorang pemain depan kesebelasan ter-

sebut telah bersiap untuk menyundul bola (heading) ke arah gawang lawan. Jika 
pemain depan tersebut mampu melompat setinggi 40 cm, berapakah kecepatan 
bola sesaat sebelum menyentuh kepala pemain depan tersebut? 
Masalah 5. (Turunan Fungsi Trigonometri) 
Pada sebuah taman bermain terdapat sebuah roller 
coaster dengan bentuk seperti tampak pada gambar 
di samping. Andaikan ketinggian lintasan salah satu 
bagian roller coaster pada saat 𝑡 detik dari titik awal 
pengamatan adalah 𝑓(𝑡) = sin 𝑡 dimana 𝑓(𝑡) adalah 
ketinggian roller coaster (dalam satuan puluhan me-
ter). Gambarkan grafik fungsi 𝑓(𝑡) kemudian ten-
tukan kemiringan bagian roller coaster pada saat t detik! 

www.coaterimage.com   
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Masalah 6. (Turunan Fungsi Komposisi) 
Seorang pemilik toko sembako mendapatkan keuntungan tahunan sebesar 𝑓(𝑡) =

√ 𝑡2 + 24𝑡 juta rupiah t tahun sejak didirikan. Jika laju pertambahan keuntungan 
tahunan perusahaan ditentukan oleh 𝑓′(𝑡). Tentukan pertambahan rata-rata ke-
untungan perusahaan pada saat t = 1. 
Masalah 7. (Gradien Garis Singgung Kurva) 
Sebuah perusahaan pengalengan ikan memproduksi sebanyak 𝑁(𝑥) = 𝑥2 − 2𝑥 +
3  kaleng ikan dengan 𝑥 adalah jumlah tangkapan ikan (dalam satuan kilogram). 
Berdasarkan ilustrasi tersebut, gambarkan grafik fungsi yang menunjukkan 
keadaan produksi ikan kaleng, kemudian tentukan persamaan garis singgung 
kurva yang melalui titik (4,11). 
Masalah 8. (Fungsi Naik, Fungsi Turun dan Titik Stasioner) 
Lintasan roller coaster pada suatu arena permainan memiliki bentuk seperti tam-

pak pada gambar di samping. Sebuah roller coaster 
meluncur diatas lintasan tersebut (dari sebelah kiri ke 
kanan gambar) dan melalui lintasan menanjak dan 
menurun. Andaikan lintasan tersebut dianggap se-
bagai grafik suatu fungsi 𝑓(𝑥) dengan 𝑓 adalah 
ketinggian dan 𝑥 adalah jarak mendatar yang dilalui, 
tunjukkan saat dimana grafik fungsi tersebut naik 
atau turun. 

Masalah 9. (Nilai Maksimum Dan Minimum Fungsi Dalam Interval Tertutup) 
Populasi suatu daerah 𝑡 tahun mendatang dinyatakan oleh persamaan 

𝑃(𝑡) = −
1

3
𝑡3 + 3𝑡2 − 5𝑡 + 3 ratus ribu jiwa. 

Berdasarkan informasi tersebut, tentukan besar populasi maksimum dan minimum 
dalam kurun waktu 5 tahun akan datang. 
Masalah 10. (Menggambar Grafik Fungsi Aljabar) 
Sebuah peluru ditembakkan ke udara sehingga membentuk sebuah grafik fungsi 
𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 4𝑥. Gambarkan grafik fungsi tersebut pada bidang cartesius, 
kemudian jelaskan bentuk kecekungan grafik fungsi tersebut. 
Masalah 11. (Membuat Model Matematika) 
Seorang pria dengan tinggi 6 kaki berjalan dengan kecepatan 3 kaki/detik men-
jauhi sebuah tiang lampu jalan dengan ketinggian 12 kaki di atas tanah. Berapa 
kecepatan perubahan panjang bayangan pria tersebut, pada saat ia berada pada 
jarak 20 kaki dari tiang lampu tersebut? 
Masalah 12. (Aplikasi Turunan dalam Pemecahan Masalah) 
Pertumbuhan penduduk di suatu daerah, t tahun dari sekarang diperkirakan akan 
menjadi 𝑁(𝑡) = −𝑡3 + 9𝑡2 + 48𝑡 + 200 ribu jiwa. Berapa kecepatan pertumbuhan 
penduduk di daerah tersebut 3 tahun yang akan datang? 
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Bab 5 

Ruang Lingkup Materi Kalkulus SMA 

Ruang Lingkup Materi Kalkulus SMA 

alkulus merupakan salah satu kompetensi yang harus dikuasai siswa 
dalam pembelajaran di sekolah tingkat menengah. Menurut Varberg, 

Purcell, & Rigdon (2007) “calculus is the study of limits”. Sementara itu, 
Stewart (2009) menjelaskan bahwa kalkulus berhubungan dengan peru-
bahan dan pergerakan, atau besaran yang berhubungan dengan besaran 
lainnya. Ruang lingkup materi Kalkulus yang dipelajari di SMA mencakup 
limit dan turunan fungsi (kelas XI) dan Integral fungsi (kelas XII). Adapun 
pembahasan materi Kalkulus dalam buku ini dikembangkan berdasarkan 
Standar Kompetensi dan Kompetensi Dasar pada Kurikulum Tingkat Satuan 
Pendidikan (KTSP). 

Memahami Limit Fungsi secara Intuitif 

Dalam kehidupan sehari-hari, kita sering mendengar atau mengucap-
kan kata “hampir”, “sedikit lagi”, “nyaris”, “mendekati”, atau kata lain yang 
semakna dengan kata-kata tersebut. Perhatikan beberapa contoh pern-
yataan berikut! 
1. Sebuah mobil nyaris tertabrak kereta api, 
2. Persediaan bahan bakar hampir habis 
3. Peserta lomba saat ini mendekati garis finish 

Dari beberapa contoh di atas, kata-kata “nyaris tertabrak”, “hampir 
habis”, atau “mendekati garis finish” tersebut menunjukkan suatu keadaan 
dimana subjek atau objek yang sedang dibicarakan tidak “benar-benar 
telah” atau “sampai” pada suatu kondisi yang dikenakan terhadap subjek 
atau objek tersebut. Dalam matematika konsep limit digunakan untuk 
melakukan estimasi terhadap perilaku suatu fenomena yang sedang dia-
mati. Untuk lebih jelasnya berikut uraian materi mengenai limit selengkap-
nya. 

K 
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Konsep Limit Menggunakan Persegi Satuan 

Perhatikan persegi-persegi berikut! 

     
(a) (b) (c) (d) (e) 

Andaikan daerah persegi (a) memiliki ukuran sisi 1 satuan, maka 

 Luas daerah persegi (a) adalah 1 satuan luas. 
 Luas daerah arsiran pada persegi (b) adalah 1

2
 satuan luas. 

 Luas daerah  arsiran pada persegi (c) adalah 1

2
+ 1

4
 satuan luas. 

 Luas daerah  arsiran pada persegi (d) adalah 1

2
+

1

4
+

1

8
 satuan luas. 

 Luas daerah  arsiran pada persegi (e) adalah 1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
 satuan luas. 

 
Apabila persegi satuan diatas terus dibagi, maka luas daerah bagian 

persegi yang diarsir akan mendekati 1 satuan luas. Jadi, penjumlahan: 1

2
+

1

4
+

1

8
+

1

16
+ ⋯  mendekati 1. 

 

Konsep Limit dengan Pendekatan Numerik dan Grafis 

Misalkan kita akan menggambarkan grafik fungsi f yang didefinisikan 

oleh 𝑓(𝑥) =
𝑥3−1

𝑥−1
, dengan domain 𝐷𝑓 = {𝑥|𝑥 ∈ 𝑅, 𝑥 ≠ 1}. Dengan 

menggunakan pendekatan numerik, kita dapat menentukan nilai fungsi un-
tuk semua nilai 𝑥 selain 𝑥 = 1. Akan tetapi kita dapat menentukan nilai fungsi 
f di sekitar titik 𝑥 = 1 seperti tampak pada tabel berikut: 

𝑥 0,75 0,9 0,99 0,999 … 𝑥 →  1 … 1,001 1,01 1,1 1,25 
𝑓(𝑥) 2,313 2,710 2,970 2,997 … 𝑓(𝑥) → 3 … 3,003 3,030 3,310 3,813 
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Jika nilai-nilai fungsi f disketsa pada diagram 

cartesius, maka akan diperoleh gambaran grafik 
fungsi 𝑓 pada saat 𝑥 mendekati 1. Adapun grafik 
fungsi 𝑓 diperlihatkan pada gambar di samping. 

Berdasarkan tabel numerik di atas, dapat disim-
pulkan bahwa untuk 𝑥 mendekati 1 baik dari kiri 
maupun dari kanan, nilai fungsi f makin mendekati 
3. Akan tetapi untuk 𝑥 = 1, nilai 𝑓(𝑥) tak tentu. Hal 
tersebut ditunjukkan dengan grafik fungsi 𝑓 yang terputus pada titik (1,3). 
Namun pada saat nilai 𝑥 dekat dengan 1, nilai fungsi 𝑓 dekat dengan 3. 

Berdasarkan uraian diatas, dapat dikatakan bahwa limit 𝑓(𝑥) untuk 
𝑥mendekati 1 sama dengan 3, dan ditulis dengan notasi  

3
1
1lim)(lim

3

11
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Pengertian limit yang seperti inilah yang disebut pengertian limit secara 
intuitif, yang secara umum dapat dinyatakan sebagai berikut. 

Jika 𝑓(𝑥) mendekati suatu nilai 𝐿 pada saat 𝑥 dekat (tetapi berlainan) dengan 𝑐 dari 
kedua sisi (arah kiri maupun kanan), maka limit dari 𝑓(𝑥) pada saat 𝑥 mendekati 𝑐 
adalah 𝐿, dan ditulis dengan notasi. 

lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = 𝐿 

Suatu hal yang mesti dicermati di sini adalah notasi “=” (sama dengan) 
dalam konsep limit berbeda dengan pengertian “sama dengan” dalam suatu 
persamaan. Dalam pembahasan tentang limit, pengertian “sama dengan” 
lebih banyak diartikan sebagai nilai yang didekati. 

Contoh: 

Evaluasi fungsi 𝑓(𝑥)
𝑥

√𝑥+1−1
 pada beberapa titik di dekat 𝑥 = 0 kemudian 

gunakan hasil tersebut untuk menentukan  lim
𝑥→0

𝑥

√𝑥+1−1
 ! 
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Solusi: 

Tabel di samping menyajikan 
nilai-nilai fungsi 𝑓 dengan nilai 𝑥 di 
dekat 0. Sementara itu, grafik 
fungsi memberikan gambaran 
mengenai kondisi kurva 𝑓(𝑥) di 
sekitar 𝑥 = 0 

Berdasarkan tabel numerik 
terlihat bahwa pada saat 𝑥 men-
dekati 0, nilai fungsi 𝑓 mendekati 
2, sehingga dapat disimpulkan 
bahwa: 

lim
𝑥→0

𝑥

√𝑥 + 1 − 1
= 2 

Catatan:  

Eksistensi nilai suatu fungsi pada titik 𝑥 = 𝑐 tidak menjamin eksistensi limit fungsi 
tersebut di sekitar 𝑥 = 𝑐.  

Limit kiri dan Limit Kanan 

Terkadang nilai suatu fungsi 𝑓 (𝑥) menuju ke limit-limitnya berbeda 
nilainya bila 𝑥 mendekati suatu bilangan 𝑐 dari arah yang berbeda pula. Apa-
bila hal ini terjadi, maka kita menyebut limit dari 𝑓 (𝑥) bila 𝑥 mendekati c dari 
arah kanan sebagai limit-kanan dari 𝑓 ke 𝑐 dan ditulis dengan notasi 
lim

𝑥→𝑐+
𝑓(𝑥) = 𝐿, dan sebaliknya jika bila 𝑥 mendekati c dari arah kiri disebut 

limit-kiri dari 𝑓 ke 𝑐 dan ditulis dengan notasi lim
𝑥→𝑐−

𝑓(𝑥) = 𝐿. Sesuai dengan 

pengertian limit secara intuitif di atas, maka limit fungsi 𝑓 pada saat 𝑥 men-
dekati 𝑐 adalah 𝐿 jika limit-kiri 𝑓 ke c sama dengan limit-kanan 𝑓 ke 𝑐, atau 
dapat dituliskan sebagai berikut: 

lim
𝑥→𝑐−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→𝑐+

𝑓(𝑥) = L ⇒ lim
𝑥→𝑐

𝑓(𝑥) = L
 

Contoh: 

Tentukan limit 𝑓(𝑥) untuk 𝑥 mendekati 2, jika f didefinisikan sebagai 

𝑓(𝑥) = {
1, 𝑥 ≠ 2
0, 𝑥 = 2
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Solusi:   

Karena 𝑓(𝑥) = 1 untuk semua 𝑥 selain 𝑥 = 2, maka 
kita dapat menyimpulkan bahwa lim

𝑥→2−
𝑓(𝑥) = 1 dan 

lim
𝑥→2+

𝑓(𝑥) = 1 sehingga lim
𝑥→2

𝑓(𝑥) = 1 

Meskipun 𝑓(2) = 0, namun hal tersebut tidak be-
rarti bahwa limit fungsi f saat x mendekati 2 adalah 
0. 

Contoh : (kasus limit kiri ≠ limit kanan) 

Tentukanlim
𝑥→2

𝑔(𝑥), jika fungsi g didefinisikan se-

bagai 

𝑔(𝑥) = {
1, 𝑥 ≤ 2
3, 𝑥 > 2

  

Solusi:  

limit fungsi 𝑔(𝑥) saat 𝑥 mendekati 2 dari arah kiri 
adalah 1, sedangkan limit fungsi 𝑔(𝑥) saat 𝑥 mendekati 2 dari arah kanan 
adalah 3, atau dapat dituliskan sebagai berikut: 

lim
𝑥→2−

𝑔(𝑥) = 1 dan lim
𝑥→2+

𝑔(𝑥) = 3      (limit kiri ≠ limit kanan) 

Karena lim
𝑥→2−

𝑔(𝑥) ≠ lim
𝑥→2+

𝑔(𝑥) maka limit fungsi g(x) saat x mendekati 2 tidak 

ada. 

Contoh: (kasus fungsi tak terbatas) 

Selidiki eksistensi lim
𝑥→0

1

𝑥2! 

Solusi:  

Grafik fungsi di samping menunjukkan bahwa pada saat 
𝑥 mendekati 0 dari kedua sisi (kanan dan kiri), 𝑓(𝑥) 
membesar tanpa batas. Hal ini berarti bahwa dengan 
memilih 𝑥 cukup dekat dengan 0, kita dapat 
menemukan𝑓(𝑥) yang membesar sesuai dengan 𝑥 yang 
dipilih. 

0 < |𝑥| <
1

10
⇒ 𝑓(𝑥) > 100, 

0 < |𝑥| <
1

1000
⇒ 𝑓(𝑥) > 1.000.000          
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Karena ( )f x tidak mendekati bilangan real tertentu pada saat 𝑥 mendekati 
0, maka limit fungsi 𝑓 pada saat 𝑥 mendekati 0 tidak ada. 

Contoh: (kasus fungsi yang berosilasi) 

Selidiki eksistensi lim
𝑥→0

sin
1

𝑥
 ! 

Solusi:  

Grafik fungsi di samping menunjukkan bahwa pada 
saat 𝑥 mendekati 0 dari kedua sisi (kanan dan 
kiri),𝑓(𝑥) berosilasi antara -1 dan 1. Oleh karena itu, 
limit fungsi 𝑓(𝑥) = sin

1

𝑥
 pada saat 𝑥 mendekati 0 tidak 

ada. 

Limit di Tak Hingga 

Andaikan 𝑔(𝑥) =
𝑥

(𝑥2+1)
 dengan grafik fungsi yang 

ditunjukkan pada gambar di samping. Apakah yang 
akan terjadi pada fungsi 𝑔(𝑥) jika 𝑥 semakin mem-
besar?. Hal tersebut sama dengan menanyakan nilai 
dari lim

𝑥→∞
𝑔(𝑥).  

Catatan:  

𝑥 → ∞” tidak berarti bahwa 𝑥 sangat besar, atau menunjuk suatu bilangan tertentu. 
Akan tetapi 𝑥 mendekati bilangan yang besar. 

Nilai fungsi g pada saat 𝑥 membesar diberikan pada tabel numerik berikut. 
x 10 100 1000 10000 100000 1000000 … 𝑥 → ∞ 

g(x) 0,099 0,010 0,001 0,0001 0,00001 0,000001 … 𝑔(𝑥) → 0 

Berdasarkan tabel numerik dan grafik fungsi 
 2

( )
1

x
g x

x



  di atas, 

menunjukan bahwa pada saat 𝑥 mendekati tak hingga ( x ) nilai fungsi 
g(x) mendekati 0. Dituliskan lim ( ) 0

x
g x


 .Limit suatu fungsi 𝑔(𝑥) saat 𝑥 mem-

besar atau mengecil tanpa batas disebut sebagai limit di tak hingga. Secara 
umum limit fungsi dari 1( )

n
f x

x
 dengan n bilangan bulat positif ( n B ) untuk 

𝑥 mendekati tak hingga atau minus tak hingga sama dengan nol, dituliskan: 
1lim 0

nx x

 
 

 
, dan  

1lim 0
nx x
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Aturan untuk menyelesaikan limit di tak hingga: 

Bila f (x) merupakan fungsi rasional, misal 
( )( )
( )

p x
f x

q x
  dengan ( )p x dan 

( )q x merupakan polinomial. Maka untuk menyelesaikan limit di tak hingga 
dari 𝑓 (𝑥) dilakukan dengan cara sebagai berikut: 

a. Pangkat 𝑝(𝑥) ≤ pangkat 𝑞(𝑥). Dilakukan dengan membagi pembilang 
dan penyebut dengan variabel x dengan pangkat tertinggi yang terdapat 
pada penyebut. 
Pangkat 𝑝(𝑥) > pangkat 𝑞(𝑥). Dilakukan dengan membagi pembilang 
dengan penyebut terlebih dahulu sehingga diperoleh suku rasional 
dengan pangkat pembilang kurang dari atau sama dengan pangkat 
penyebut. 

b. Setelah langkah pertama selesai, maka langkah selanjutnya 
menentukan limitnya dengan menggunakan bentuk umum di atas. 

Contoh: 

Tentukan limit fungsi berikut: 

a. 
2lim

3x

x

x x 
 

b. 
2

2
1lim

2 3 5x

x

x x



 
 

c. 
2 2lim

1x

x

x




 

Solusi:  

a. Pangkat penyebut lebih besar dari pangkat pembilang, sehingga 
dilakukan pembagian terhadap pembilang dan penyebut dengan 2x , 
sehingga 

2

2 2

2 2

1
0lim lim lim 033 13 1

x x x

x
x x x

x x x x

xx x

  

 
 
    
      
   

 

b. Pangkat penyebut sama dengan pangkat pembilang, sehingga dilakukan 
pembagian terhadap pembilang dan penyebut dengan 𝑥2, sehingga 
diperoleh 

2

2 22 2

2 2

22 2 2

1 1 1
1 0 1 1lim lim lim

3 5 2 0 0 22 3 5 2 3 5 2
x x x

x

x xx x

x x x x

x xx x x
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c. Pangkat pembilang lebih besar dari pangkat penyebut, sehingga 

dilakukan pembagian terlebih dahulu terhadap pembilang dengan (𝑥 −

1) sehingga diperoleh: 
2 2 2lim lim

1 1
2lim lim
1
2 21

1 0lim lim 1
1 1 1 01

x x

x x

x x

x x
x

x x

x
x

x

x

x x x

x

x x x

 

 

 

  
  

  


 



      
                         

                     

 

Menentukan Limit Fungsi secara Analitis 

Sifat-sifat Limit 
Pada pembahasan sebelumnya telah diketahui bahwa limit fungsi ( )f x

pada saat x mendekati c memiliki arti yang berbeda dengan nilai f pada 
saat 𝑥 = 𝑐. Meski demikian, pada kasus tertentu (fungsi kontinu) limit fungsi 
dapat ditentukan dengan menggunakan substitusi langsung atau dapat di-
tuliskan lim

𝑥→𝑐
𝑓(𝑥) = 𝑓(𝑐). Fungsi yang kontinu pada suatu titik memiliki nilai 

limit fungsi yang sama dengan nilai fungsinya pada tersebut.  

Bentuk-Bentuk Dasar Limit Fungsi 

Andaikan b dan c adalah bilangan real dan n adalah bilangan bulat positif, 
1. lim

x c
b b


   2.   lim

x c
x c


   3.    lim n n

x c
x c


  

Contoh: (Bentuk Dasar Limit Fungsi) 

a. 
2

lim4 4
x

   b.    
3

lim 3
x

x


   c.    2 2

3
lim 3 9
x

x
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Sifat-sifat Limit Fungsi 

Andaikan b dan c adalah bilangan real, n adalah bilangan bulat positif, dan misalkan 
f dan g adalah sebuah fungsi dengan limit didefinisikan sebagai:  lim ( )

x c
f x K


 dan 

lim ( )
x c

g x L



, 

1. Perkalian dengan skalar  :  lim . ( ) .
x c

b f x b L


  

2. Jumlah atau selisih :  lim ( ) ( )
x c

f x g x K L


    

3. Hasil kali :  lim ( ). ( ) .
x c

f x g x K L


  

4. Hasil bagi : ( )lim
( )x c

f x K

g x L

 
 

 
,  dengan 0L   

5. Perpangkatan :  lim ( ) n n

x c
f x K


  

 

Contoh: (Limit Fungsi Polynomial) 

a.  2 2

2 2 2
lim 4 3 lim4 lim3
x x x

x x
  

    (sifat 2) 

  =  2

2 2
4 lim lim3

x x
x

 
  (sifat 1) 

  =  24 2 3  (bentuk dasar limit) 

  = 19 
Limit fungsi suatu polinomial dapat pula ditentukan dengan melakukan 

substitusi langsung nilai pendekatan 𝑥 pada polynomial tersebut, yakni: 
2

2
lim ( ) (2) 4(2 ) 3 19
x

p x p


     

Aturan substitusi tersebut dapat digunakan untuk semua polinomial dan juga 
fungsi rasional dengan penyebut tidak nol (nonzero denominators). 

Limit Polinomial dan Fungsi Rasional 

1. Jika 𝑝 adalah polinomial, dan c adalah bilangan real, maka:  
lim ( ) ( )
x c

p x p c


  

2. Jika r adalah fungsi rasional yang didefinisikan oleh ( )( )
( )

p x
r x

q x
 , dan c adalah 

bilangan real sedemikian hingga ( ) 0q c  , maka: 

( )lim ( ) ( )
( )x c

p c
r x r c

q c
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Contoh: (Limit Fungsi Rasional) 

Tentukan 
2

1

2lim
1x

x x

x

 


! 

Solusi: karena penyebut dari fungsi rasional di atas tidak nol pada saat 𝑥 =

1, maka kita dapat menggunakan aturan substitusi limit fungsi rasional di 
atas, sehingga diperoleh: 

 

 

Fungsi polinomial dan fungsi rasional adalah 2 dari 3 bentuk dasar 
fungsi aljabar. Adapun bentuk lain dari fungsi aljabar adalah fungsi yang 
melibatkan bentuk akar. 

Limit dari Fungsi yang Melibatkan Bentuk Akar  

Andaikan n adalah bilangan bulat positif, maka aturan limit berikut berlaku untuk 
semua c jika n genap, dan berlaku untuk 0c  jika n ganjil.  

lim n n

x c
x c




 

Contoh: (Limit Fungsi yang Melibatkan Bentuk Akar) 

a. 2 2
9

lim 9 3
x

x


    b.   3 3

8
lim 8 2
x

x


     

Limit Fungsi Komposit 

Jika f dan g adalah fungsi sedemikian hingga lim ( )
x c

g x L


 , dan lim ( ) ( )
x L

f x f L


 , maka  

   lim ( ) lim ( ) ( )
x c x c

f g x f g x f L
 

   

 

Limit Fungsi Trigonometri dan Transenden 

Andaikan c adalah bilangan real pada domain dari fungsi trigonometri berikut. 
1 limsin sin

x c
x c


    5.  limsec sec

x c
x c


  

2 limcos cos
x c

x c


    6.   limcsc csc
x c

x c


  

3 limtan tan
x c

x c


    7.   lim , ( 0)x c

x c
a a a


   

4 limcot cot
x c

x c


    8.    lim ln ln
x c

x c


  

 

 

2 2

1

2 1 1 2 4lim 2
1 1 1 2x

x x

x
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Contoh: (Limit Fungsi Trigonometri dan Transenden) 

a.  
0

limsin sin 0 0
x

x


   

b.     lim .cos lim limcos .cos . ( 1)
x x x

x x x x
  

   
  

       

c. 
 0

2 2 20
0

limtan tan 0tan 0lim 0
1 lim 1 0 1 1

x

x

x

xx

x x







   
  

 

d.    
2 2 2

lim 2 ln lim2 lim ln 2 ln 2
x x x

x x
  

      

Strategi Menentukan Limit Fungsi 

Pada pembahasan sebelumnya, telah dibahas cara menentukan limit 
fungsi dengan substitusi langsung. Pengetahuan tersebut dan bersama 
dengan aturan berikut dapat kita gunakan ini untuk mengembangkan cara 
menemukan limit suatu fungsi. 

Fungsi yang Senilai namun Berbeda pada Suatu Titik 

Andaikan c adalah bilangan real dan andaikan ( ) ( )f x g x pada suatu interval 
buka yang memuat 𝑐. Jika limit dari ( )g x pada saat 𝑥 mendekati 𝑐 ada, maka limit 
dari ( )f x saat 𝑥 mendekati 𝑐 juga ada, dan 

lim ( ) lim ( )
x c x c

f x g x
 

 . 

Contoh: (menggunakan fungsi yang senilai) 
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Tentukan limit dari ( )f x pada saat x mendekati 1, 
jika 𝑓 didefinisikan sebagai: 

3 1( )
1

x
f x

x





, dengan 1x   

Solusi:  

Dengan melakukan pemfaktoran dan pembagian, 
fungsi f dapat dituliskan kembali menjadi:

 3 11( )
1

xx
f x

x


 



 
 

2 1

1

x x

x

 



2 1 ( )x x g x    ,  

dengan 1x  . Untuk semua nilai 𝑥 selain 1x  , 
fungsi f dan g bernilai sama, sebagaimana di-
tunjukkan pada gambar.  

 

Karena 
1

lim ( )
x

g x


ada, maka limit fungsi f dapat 

ditemukan dan nilainya sama dengan 
1

lim ( )
x

g x


. 

  
 

 

23

1 1

1

1 11lim lim (pemfaktoran)
1 1

1
lim

x x

x

x x xx

x x

x

 



  


 




 
 

2 1

1

x x

x

 



 2

1
2

(membagifaktor yangsama)

lim 1 (menggunakanaturan fungsisenilai)

1 1 1 (substitusi langsung)
3

x
x x


  

  



 

Berdasarkan beberapa contoh di atas, diperoleh beberapa strategi yang 
bisa digunakan untuk menemukan limit fungsi adalah sebagai berikut: 

Strategi untuk Menemukan Limit 

1. Gunakan aturan substitusi langsung 
2. Jika limit 𝑓(𝑥) untuk 𝑥 mendekati 𝑐 tidak dapat ditentukan dengan menggunakan 

aturan substitusi langsung, coba cari fungsi g yang senilai dengan 𝑓  untuk semua 
𝑥 selain 𝑥 = 𝑐 

 [pilih fungsi 𝑔 yang dapat ditentukan limitnya dengan menggunakan substitusi 
langsung]. 

3. Gunakan grafik atau tabel (cara numerik) untuk memperkuat hasil yang diperoleh. 

Menentukan Limit Fungsi dengan Membagi Faktor yang Sama dan Merasionalkan 
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Contoh berikut akan memberikan gambaran tentang teknik untuk menen-
tukan limit suatu fungsi. 

Contoh: (membagi faktor yang sama) 

Tentukan limit 
2

3

6lim
3x

x x

x

 


! 

Solusi:  

Meskipun bentuk fungsi yang diberikan merupakan fungsi rasional, akan 
tetapi limit fungsi pembilang dan penyebut untuk x mendekati -3 adalah 0       
(  2

3
lim 6 0
x

x x


    dan  
3

lim 3 0
x

x


  ), sehingga aturan substitusi lang-

sung tidak dapat digunakan.  
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Selanjutnya, karena pembilang dan penyebut memiliki faktor yang sama, 
yakni ( 3)x  , maka untuk 3x   kita dapat membagi faktor tersebut, se-
hingga: 

  
 

 

22

3 1

1

1 16lim lim (pemfaktoran)
3 1

1
lim

x x

x

x x xx x

x x

x

 



   


 




 
 

2 1

1

x x

x

 



 2

1
2

(membagifaktor yangsama)

lim 1 (menggunakanaturan fungsisenilai)

1 1 1 (substitusi langsung)
3

x
x x


  

  



 

Contoh:   

Tentukan limit:
0

1 1lim
x

x

x

 
! 

Solusi:  

Fungsi yang diberikan merupakan fungsi rasional, akan tetapi limit fungsi 
pembilang dan penyebut untuk 𝑥 mendekati 0 adalah 0 (

0
lim 1 1 0
x

x


  

, dan 
0

lim 0
x

x


 ) sehingga aturan substitusi langsung tidak dapat digunakan. 

Pada kasus ini, kita dapat menuliskan kembali bentuk pecahan tersebut 
dengan merasionalkan pembilangnya, sehingga diperoleh: 

 

 

1 1 1 1 1 1
1 1

1 1

1 1

x x x

x x x

x

x x

x

       
        

 


 


x  

 

1 1

1
1 1

x

x
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Dengan menggunakan prinsip fungsi yang senilai, maka: 

0 0

1 1 1lim lim
1 1

1 , (aturan substitusi)
0 1 1
1

1 1
1
2

x x

x

x x 

 


 


 






 

Gambar di atas menunjukan bahwa pada saat nilai 𝑥 mendekati 0, nilai 

𝑓 mendekati 1
2

. Tabel numerik di bawah ini juga dapat digunakan untuk 

memperkuat hasil tersebut. 

   
𝑥 -0,25 -0,01 -0,001 … 𝑥 → 0 … 0,001 0,01 0,25 

𝑓 (𝑥) 0,536 0,501 0,500 … 
𝑓 (𝑥) →

1

2
 … 0,499 0,498 0,4721 

Berdasarkan gambar dan tabel numerik disimpulkan bahwa 
0

1 1 1lim
2x

x

x

 


 
Teorema Apit 

Jika  ( ) ( ) ( )h x f x g x   untuk setiap 𝑥 pada suatu interval terbuka yang mengan-

dung c, kecuali pada 𝑥 = 𝑐, dan jika lim ( ) lim ( )
x c x c

h x L g x
 

  , maka 

𝑓 (𝑥) untuk 𝑥 mendekati c ada yaitu lim ( )
x c

f x L


 . 

 
Teorema Apit digunakan untuk menunjukkan bentuk khusus limit trigo-

nometri berikut  

Limit Fungsi Trigonometri (Bentuk Khusus) 

1. 
0

sinlim 1
x

x

x
                2.     

0

1 coslim 0
x

x

x
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Contoh: 

Tentukan limit fungsi berikut 

a. 
0

tanlim
x

x

x
 

b. 
0

sin 4lim
x

x

x
 

Solusi: 

a. Substitusi langsung tidak dapat digunakan untuk menentukan 
0

tanlim
x

x

x

Oleh karena itu bentuk limit fungsi di atas ditulis kembali dengan 
menggunakan identitas trigonometri: 

0 0 0

sin
tan sin 1coslim lim lim .

cosx x x

x

x x

x x x x  

  
  

      
   
 
 

 

Karena 
0

sinlim 1
x

x

x
 , dan 

0

1lim 1
cosx x

 , maka:

0 0 0

tan sin 1lim lim lim 1 1 1
cosx x x

x

x x x  

  
     
  

 

Jadi 
0

tanlim 1
x

x

x
  

b. Substitusi langsung juga tidak dapat digunakan untuk menentukan 

0

sin 4lim
x

x

x
. Oleh karena itu bentuk limit fungsi di atas ditulis kembali 

dengan melakukan manipulasi aljabar: 

 

0 0

0

0

sin 4 4 sin 4lim lim
4

4sin 4lim
4
sin 44 lim

4
4 1 4

x x

x

x

x x

x x

x

x

x

x

 





  
   

  



 
  

 

 

 

Jadi 
0

sin 4lim 4
x

x

x
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Limit Tak Hingga 

Andaikan f adalah fungsi yang didefinisikan 
3( )

2
f x

x



. 

 
Grafik fungsi 𝑓 ditunjukkan pada Gambar di atas. Sedangkan nilai fungsi f 
pada saat x mendekati 2 diberikan pada tabel numerik berikut. 

𝑥 1,5 1,9 1,99 1,999 … 𝑥 → 2 … 2,001 2,01 2,1 2,5 
𝑓 (𝑥) -6 -30 -300 -3000 … ? … 3000 300 30 6 

Berdasarkan grafik fungsi dan tabel numerik di atas, terlihat bahwa 𝑓 (𝑥) 
mengecil tanpa batas pada saat 𝑥 mendekati 2 dari arah kiri, dan 𝑓 (𝑥) mem-
besar tanpa batas pada saat 𝑥 mendekati 2 dari arah kanan. Perilaku fungsi 
yang demikian dituliskan sebagai: 

2

3lim
2x x
 


   𝑓 (𝑥) mengecil tanpa batas pada untuk t 𝑥 mendekati 2 dari kiri 

2

3lim
2x x
 


  𝑓 (𝑥) membesar tanpa batas untuk  𝑥 mendekati 2 dari kanan 

Limit suatu fungsi 𝑓 (𝑥) yang memiliki perilaku membesar atau mengecil 
tanpa batas pada saat 𝑥 mendekati suatu nilai tertentu (misalkan 𝑐) disebut 
sebagai limit takhingga. 

Catatan:  

Pernyataan lim ( )f x  atau lim ( )f x   tidak berarti bahwa limit fungsi tersebut 
ada. Simbol “∞” yang dibaca “takhingga”, digunakan untuk melambangkan bilangan 
yang sangat besar yang tak dapat ditentukan besarnya, tetapi simbol ini tidak menun-
juk suatu bilangan yang manapun. 
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Contoh:  

Gunakan gambar berikut untuk menentukan limit dari masing-masing fungsi 
𝑓 (𝑥) berikut pada saat 𝑥 mendekati 1. 

Solusi: 

a. Limit fungsi tidak ada karena 
1

1lim
1x x
 


 dan 

1

1lim
1x x



 

b. Limit fungsi tidak ada karena
 

21

1lim
1x x

 


  

c. Limit fungsi tidak ada karena 
1

1lim
1x x





 dan 

1

1lim
1x x


 


 

d. Limit fungsi tidak ada karena 
 

21

1lim
1x x


 


 

Catatan:  

Apabila grafik fungsi pada gambar 12 di atas diperpanjang tanpa batas ke arah positif 
maupun negatif, maka grafik fungsi di atas, akan semakin mendekati garis vertikal 
𝑥 = 1. Garis 𝑥 = 1 tersebut dinamakan asimtot tegak (vertical asymptote) dari grafik 
fungsi di atas. 

Fungsi-fungsi yang diberikan pada contoh-contoh di atas merupakan 
fungsi rasional. Perhatikan bahwa asimtot tegak terjadi pada saat penyebut 
nol dan pembilang tak nol. 

Contoh: (Menentukan Asimtot Tegak)  

Tentukan semua asimtot tegak dari grafik fungsi berikut: 

a. 
1( )

2( 1)
f x

x



              b.  

2

2
1( )
1

x
f x

x





               c.  ( ) cotf x x  

Solusi:   

Untuk menentukan asimtot dari fungsi di atas, maka dicari nilai 𝑥 yang 
mengakibatkan penyebut bernilai nol dan pembilang tak nol. 

a.  (b)  (c)  (d)  
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a. fungsi
1( )

2( 1)
f x

x



memiliki asimtot tegak untuk 

semua x sedemikian hingga 2( 1) 0x  . Dengan 
menggunakan operasi aljabar, diperoleh: 

2( 1) 0
2 2 0

2 2
1

x

x

x

x

 

  

  

  

 

Jadi 
1( )

2( 1)
f x

x



 memiliki asimtot tegak 𝑥 = −1. 

b. Grafik fungsi
2

2
1( )
1

x
f x

x





 memiliki asimtot tegak 

untuk semua 𝑥 sedemikian hingga 2 1 0x  

(penyebut nol) dan 2 1 0x    (pembilang tak 
nol). 

 Penyebut nol akan diperoleh pada saat

  2 1 1 1 0x x x     , yaitu 1x   atau 1x  .  

 Pembilang tak nol akan diperoleh untuk semua 
x R . 

Jadi fungsi
2

2
1( )
1

x
f x

x





 memiliki asimtot tegak 1x    dan 𝑥 = 1. 

c. fungsi ( ) cotf x x  dapat ditulis kembali dalam 
bentuk rasional: 

cos( ) cot
sin

x
f x x

x
   

Oleh karena itu, grafik fungsi ( ) cotf x x  memiliki 
asimtot tegak untuk semua 𝑥 sedemikian hingga 
sin 0x  dan cos 0x  . Nilai 𝑥 yang memenuhi yaitu 

.x n , dimana n  bilangan bulat.  
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Sifat-sifat Limit Tak Hingga 

Sifat-sifat limit takhingga berikut dapat digunakan untuk menentukan limit 
suatu fungsi. 

Sifat-sifat Limit Takhingga 
Andaikan c dan L adalah bilangan real, dan misalkan f dan g adalah sebuah fungsi 
dengan limit didefinisikan sebagai:   

lim ( )
x c

f x


 dan lim ( )
x c

g x L


 , 

1. Jumlah atau selisih :  lim ( ) ( )
x c

f x g x


    

2. Hasil kali  :  lim ( ). ( )
x c

f x g x


  ,  𝐿 >  0 

     lim ( ). ( )
x c

f x g x


  ,     𝐿 <  0 

3. Hasil bagi  : 
( )lim 0
( )x c

g x

f x

 
 

 
 

Contoh: 

Tentukan Limit fungsi berikut: 

a. 20

1lim 1
x x

 
 

 
 

b. 10
2

1lim
x

x

x



 
 
 
 

 

Solusi:  

a. Karena 
0

lim1 1
x

 , dan 
20

1lim
x x

   maka 20

1lim 1
x x

 
   

 
  Sifat 1 

b. Karena 
0

lim 1 1
x

x


  , dan 20

1lim
x x

   maka 10
2

1lim 0
x

x

x



 
  
 
 

  Sifat 3  
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Turunan Fungsi 

Di sebuah pabrik korek api kita dapat 
menyaksikan pembuatan kotak korek api 
dari kertas yang akan dijadikan kemasan 
korek api tersebut. Dalam pembuatan 
kotak korek api tersebut, perusahaan 
mengupayakan agar kotak tersebut dapat 
memuat korek api sebanyak mungkin ataupun menekan biaya pembuatan 
kotak korek api tersebut seminimum mungkin. 

Pembuatan kotak korek di atas merupakan salah satu bentuk aplikasi 
turunan fungsi, yaitu maksimum dan minimum. Materi turunan ini merupakan 
kelanjutan dari materi limit fungsi yang telah dibahas sebelumnya. Oleh ka-
rena itu, konsep dan aturan dalam menentukan limit fungsi akan digunakan 
dalam pembahasan turunan fungsi ini. 

Turunan Fungsi Aljabar 

Gradien Garis Sekan dan Gradien Garis Singgung Kurva 𝒚 = 𝒇(𝒙) 
Misalkan P merupakan titik tetap pada (titik singgung) pada kurva suatu 

fungsi dan Q merupakan titik yang bergerak menuju titik P pada kurva yang 
sama. Garis yang melalui titik P dan Q disebut merupakan garis sekan (se-
cant line).  

 
Perhatikan kurva pada grafik fungsi 𝑦 = 𝑓(𝑥) di atas. Titik P mempunyai 

koordinat (𝑐, 𝑓(𝑐)) dan titik yang dekat dengan P, yaitu Q mempunyai koordi-
nat (𝑐 + ℎ, 𝑓(𝑐 + ℎ)). Sedangkan garis sekan yang melalui titik P dan Q 
mempunyai kemiringan (gradien secm ) yang ditentukan oleh: 

 
sec

( ) ( )f c h f c
m

h
 

http://www.tukupedia.com/ 
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Sementara itu gradien garis tangen pada kurva 𝑦 = 𝑓(𝑥) di titik 𝑐 diten-
tukan oleh: 

 

 
 tan sec

0 0

( ) ( )
lim lim
h h

f c h f c
m m

h  
Pendefinisian gradien garis sekan dan gradien garis tangen pada kurva 

dengan persamaan 𝑦 = 𝑓(𝑥) dapat pula ditentukan secara umum pada 
koordinat P 1 1( , )x y dan Q 2 2( , )x y  sebagai berikut: 

 
Perhatikan gambar di atas! 

Gradien garis sekan (PQ) ditentukan oleh  

 
 

 

2 1 2 1
sec

2 1 2 1

( ) ( )y y f x f x
m

x x x x
 

Pada saat Q mendekati P, maka gradien garis sekan mendekati gradien 
garis tangen. Dengan menggunakan notasi limit, diperoleh: 

  

    
     

    2 1 2 1

2 1 2 1
tan sec

2 1 2 1

( ) ( )
lim lim lim
Q P x x x x

y y f x f x
m m

x x x x  

Dari dua pendefinisian di atas, penulis mengambil bentuk pendefinisian 
pertama untuk selanjutnya digunakan pada buku ini. 
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Contoh: (menentukan gradien garis singgung grafik fungsi linear) 

Tentukan gradien garis singgung grafik fungsi 𝑓(𝑥) = 2𝑥 − 3 pada titik (2,1)! 
Solusi:  

Untuk menentukan gradien garis singgung grafik f pada saat c=2, dapat 
digunakan definisi kemiringan garis tangen di atas. 

   







 


   




tan
0

0

0

(2 ) (2)
lim

2(2 ) 3 2.(2) 3
lim

4
lim

h

h

h

f h f
m

h

h

h

 2 3h  4  3







 

0

0

2
lim

lim2 2

h

h

h

h

h

 

Jadi kemiringan garis singgung grafik fungsi f pada titik (2,1) adalah 𝑚 = 2 
seperti yang ditunjukkan pada gambar di atas 

Contoh: (menentukan gradien garis singgung grafik fungsi nonlinear) 

Tentukan gradien garis singgung grafik fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 + 1 pada titik (0,1) 
dan (−1,2)! 

Solusi:  







 


         



tan
0

2 2

0

2

0

( ) ( )
lim

( ) 1 1
lim

lim

h

h

h

f c h f c
m

h

c h c

h

c   22 1ch h  2c  1

 

 













 



2

0

0

0

2
lim

2
lim

lim 2

2

h

h

h

h

ch h

h

h c h

h

c h

c

 

Gradien garis singgung grafik fungsi f pada titik (−1,2)  = 2. (−1) = −2, se-
dangkan gradien garis singgung grafik fungsi 𝑓 pada titik (0,1) = 2. (0) = 0 
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Definisi Turunan Fungsi 

Turunan suatu fungsi 𝑓 adalah suatu fungsi yang dinotasikan dengan 𝑓’ 
sedemikian sehingga nilai fungsi ini untuk setiap nilai 𝑥 dalam domain 𝑓 
ditentukan oleh: 

Definisi turunan fungsi 

Turunan suatu fungsi 𝑓 pada titik 𝑥 diberikan oleh: 

0

( ) ( )'( ) lim
x

f x x f x
f x

x 

 



 atau 

0

( ) ( )'( ) lim
h

f x h f x
f x

h

 
 ; xh   

Dengan asumsi limit ini ada. 
 
Turunan dari fungsi 𝑥 adalah fungsi 𝑥 pula. Fungsi baru ini (𝑓’(𝑥)) 

menentukan kemiringan garis (slope) singgung kurva 𝑓(𝑥) pada titik 
(𝑥, 𝑓(𝑥)). Proses mencari turunan (derivatif) suatu fungsi disebut “diferensi-
asi” (differentiation). f’(x) disebut turunan (derivative) dari f terhadap x (f’ di-
baca “f aksen”). Sementara itu, bagian dari kalkulus yang berhubungan 
dengan turunan disebut kalkulus diferensial (differential calculus) (Varberg, 
Purcell, & Rigdon, 2007: 100). 

Notasi turunan fungsi 

 
Selain notasi 𝑓’(𝑥), terdapat notasi lain yang digunakan untuk menyatakan turunan 
dari 𝑦 = 𝑓(𝑥) terhadap 𝑥, yaitu: 

 
dy

dx
 (dibaca “dy, dx”  yaitu turunan 𝑦 terhadap 𝑥) 

 ( )d
f x

dx
    (dibaca “d-𝑓(𝑥), 𝑑𝑥”, yaitu turunan fungsi 𝑓(𝑥) terhadap 𝑥) 

  y’   (dibaca “y aksen” , yaitu turunan pertama dari 𝑦) 
 xD y    (dibaca “ d-𝑥,  𝑦” , yaitu turunan pertama dari 𝑦 terhadap 𝑥) 
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Contoh: (menentukan turunan fungsi dengan menggunakan definisi turunan) 

Tentukanlah 𝑓’(𝑥) dengan menggunakan definisi turunan fungsi, 

dengan 3( ) 2f x x x  ! 

Solusi:  

Berdasarkan definisi turunan fungsi, maka: 







 


          




0

3 3

0

3

0

( ) ( )
'( ) lim

( ) 2( ) 2
lim

lim

h

h

h

f x h f x
f x

h

x h x h x x

h

x    2 2 33 3 2x h xh h x  
 

32h x  2





  




2 2 3

0

0

3 3 2
lim

lim

h

h

x

h

x h xh h h

h

h    2 23 3 2x xh h

h

 


   

   

 

2 2

0

2 2

2

lim 3 3 2

3 3 (0) (0) 2

3 2

h
x xh h

x x

x

 Contoh:  

Carilah nilai-nilai 𝑥 dari fungsi 
2( )

3
f x

x



 yang mungkin sehingga

( ) 1
8

df x

dx
  .  

Solusi: 

 

 

   
  

  

2 2Karena,  ( ) , maka ( ) sehingga:
3 3

2 2( ) ( )
3 3

2 3 2 3
3 3

2 6 2 2 6
3 3

f x f x h
x x h

f x h f x
x h x

x x h

x h x

x x h

x h x
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0

0

2

2

2( ) ( )
3 3

( ) ( ) 2
3 3

( ) ( ) ( )lim

2lim
3 3

2
3
2
3

h

h

h
f x h f x

x h x

f x h f x

h x h x

df x f x h f x

dx h

x h x

x

x






   

  

  
 

  

 





  






 


 

Karena 
( ) 1

8
df x

dx
  , maka: 

 

 

 

2

2

2 2

2 1
83

3 16

3 4

4
3

4

4 3 1
3

4 3 7

x

x

x

x

x

  


  

  



  



 

  

   

 

Jadi nilai x yang mungkin adalah 𝑥 = 1 atau 𝑥 = −7 
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Jenis dan Sifat Turunan Fungsi 

Jenis-jenis Turunan Fungsi 
Turunan fungsi dapat digunakan untuk menentukan turunan beberapa 

jenis fungsi aljabar, antara lain: 

a. Turunan fungsi Konstan 
Misalkan 𝑓(𝑥) = 𝑘 (𝑘 = konstanta real). Turunan dari fungsi konstanta 
tersebut adalah: 

0

0

0

( ) ( )'( ) lim

lim

0lim 0

h

h

h

f x h f x
f x

h

k k

h

h







 





 

 

Sehingga untuk 𝑓(𝑥) = 𝑘 (𝑘 = konstanta real), maka turunan 𝑓(𝑥) 
adalah 𝑓′(𝑥) = 0 

b. Turunan fungsi Identitas 
Misalkan 𝑓(x) = 𝑥. Turunan dari fungsi identitas tersebut adalah: 

0

0

0

0

( ) ( )'( ) lim

lim

lim

lim1 1

h

h

h

h

f x h f x
f x

h

x h x

h

h

h









 


 




 

 

Sehingga untuk 𝑓(𝑥) = 𝑥,  maka turunan 𝑓(𝑥) adalah 𝑓′(𝑥) = 1 
c. Turunan fungsi pangkat 

Misalkan diketahui fungsi pangkat 𝑓(𝑥) = 𝑎𝑥𝑛, 𝑎 konstanta real yang 
bukan nol dan 𝑛 bilangan bulat positif. Turunan fungsi pangkat tersebut 
adalah: 

 

0

0

( ) ( )'( ) lim

lim

h

n n

h

f x h f x
f x

h

x h x

h





 


 


 

Bentuk (𝑥 + ℎ)𝑛 dijabarkan dengan menggunakan Binom newton, 

sehingga diperoleh  
 1 2 2 11

...
2

n n n n n n
n n

x h x nx h x h nxh h  


      

. 
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0

0

( )'( ) lim

lim

n n

h

n

h

x h x
f x

h

x





 




 1 2 2 11
...

2
n n n n nn n

nx h x h nxh h x  
     

 1 2 2 1

0

0

1
...

2lim

lim

n n n n

h

h

h

n n
nx h x h nxh h

h

h

  






   





 1 2 2 11
...

2
n n n nn n

nx x h nxh h

h

     
    

 

 

 

1 2 2 1

0

1 2 2 1

0 0 0 0

1

1

1
lim ...

2
1

lim lim ... lim lim
2

0 ... 0 0

n n n n

h

n n n n

h h h h

n

n

n n
nx x h nxh h

n n
nx x h nxh h

nx

nx

   



   

   





  
     

 


    

    



 

Jadi, untuk 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑛, maka turunan 𝑓(𝑥) adalah 𝑓′(𝑥) = 𝑛𝑥𝑛−1 

Sifat-sifat (aturan) turunan Fungsi 
Turunan suatu fungsi dapat ditentukan beberapa sifat (aturan) sebagai 

berikut: 

a. Hasil kali konstanta dengan fungsi 

Misalkan 𝑓(𝑥) = 𝑘. 𝑢(𝑥), dengan 𝑘 adalah konstanta real dan 𝑢(𝑥) ada-
lah fungsi dari 𝑥 yang mempunyai turunan 𝑢’(𝑥). Fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑘. 𝑢(𝑥) ada-
lah hasil kali konstanta 𝑘 dengan fungsi 𝑢(𝑥), yang memiliki turunan sebagai 
berikut: 

   

   

   

 

0

0

0

0

( ) ( )'( ) lim

. .
lim

lim

lim

. '

h

h

h

h

f x h f x
f x

h

k u x h k u x

h

u x h u x
k

h

u x h u x
k

h

k u x









 


 


 


 




 

Sehingga untuk 𝑓(𝑥) = 𝑘. 𝑢(𝑥), maka turunan 𝑓(𝑥) adalah 𝑓′(𝑥) = 𝑘. 𝑢′(𝑥) 
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b. Turunan jumlah dan selisih fungsi-fungsi (aturan jumlah dan selisih) 

Misalkan 𝑢(𝑥) dan 𝑣(𝑥), masing-masing mempunyai turunan fungsi 
𝑢′(𝑥) dan 𝑣′(𝑥) . andaikan 𝑓(𝑥) adalah jumlah fungsi   𝑢(𝑥) dan 𝑣(𝑥). Maka 
turunan fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑢(𝑥) + 𝑣(𝑥), adalah sebagai berikut: 

   

0

0

0

0 0

( ) ( )'( ) lim

( ) ( ) ( ) ( )
lim

( ) ( ) ( ) ( )lim

( ) ( ) ( ) ( )lim lim

'( ) '( )

h

h

h

h h

f x h f x
f x

h

u x h v x h u x v x

h

u x h u x v x h v x

h

u x h u x v x h v x

h h

u x v x







 

 


    


    


   
 

 

 

Jadi, untuk 𝑓(𝑥) = 𝑢(𝑥) + 𝑣(𝑥), maka turunan 𝑓(𝑥) adalah 

𝑓′(𝑥) = 𝑢′(𝑥) + 𝑣′(𝑥). 

Dengan menggunakan cara yang sama, turunan selisih fungsi 𝑢(𝑥) dan 𝑣(𝑥) 
selisih turunan fungsi-fungsi tersebut. 

Jadi, untuk 𝑓(𝑥) = 𝑢(𝑥) ± 𝑣(𝑥),  maka turunan 𝑓(𝑥) adalah  

𝑓′(𝑥) = 𝑢′(𝑥) ± 𝑣′(𝑥). 

c. Turunan Hasil kali fungsi (aturan perkalian) 

Misalkan 𝑢(𝑥) dan 𝑣(𝑥), masing-masing mempunyai turunan fungsi 
𝑢′(𝑥) dan 𝑣′(𝑥) . andaikan 𝑓(𝑥) adalah hasil kali fungsi   𝑢(𝑥) dan 𝑣(𝑥). Maka 
turunan fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑢(𝑥) × 𝑣(𝑥), adalah sebagai berikut: 
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Jadi, untuk 𝑓(𝑥) = 𝑢(𝑥) × 𝑣(𝑥),  maka turunan 𝑓(𝑥) adalah  

𝑓′(𝑥) = 𝑢′(𝑥). 𝑣(𝑥) + 𝑢(𝑥). 𝑣′(𝑥). 
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d. Turunan Hasil bagi fungsi (aturan pembagian) 

Jika  
 
 

u x
f x

v x
 , maka  

       

  
2

' . . '
'

u x v x u x v x
f x

v x


  

Turunan Fungsi Trigonometri 

Turunan fungsi trigonometri dapat ditentukan dengan cara sebagai berikut. 

   
0

'( ) lim
h

f x h f x
f x

h

 
  

Misalkan 𝑓(𝑥) = sin 𝑥, maka turunan fungsi 𝑓(𝑥) = sin 𝑥 adalah 𝑓′(𝑥), yaitu 
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Jadi, untuk 𝑓(𝑥) = sin 𝑥, maka 𝑓′(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 

Dengan menggunakan cara yang sama, diperoleh turunan fungsi 
𝑓(𝑥) = cos 𝑥 yaitu 𝑓′(𝑥) = − sin 𝑥.  Sementara itu, dengan mengaplikasikan 
aturan perkalian dan pembagian turunan fungsi, serta dengan menggunakan 
identitas trigonometri, dapat diperoleh turunan dari fungsi-fungsi berikut: 

 Jika 𝑓(𝑥) = tan 𝑥 maka 𝑓′(𝑥) = 𝑠𝑒𝑐2𝑥 
 Jika 𝑓(𝑥) = cot 𝑥 maka 𝑓′(𝑥) = −𝑐𝑜𝑠𝑒𝑐2𝑥 
 Jika 𝑓(𝑥) = sec 𝑥 maka 𝑓′(𝑥) = sec 𝑥 tan 𝑥 
 Jika 𝑓(𝑥) = cosec 𝑥 maka 𝑓′(𝑥) = −cosec 𝑥 cot 𝑥 
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Turunan Fungsi Komposisi (Aturan Rantai) 

Jika 𝑦 = 𝑓˳ 𝑔 sedemikian hingga 𝑦 = 𝑓(𝑔(𝑥)) dengan 𝑓 dan 𝑔 adalah 
fungsi-fungsi yang mempunyai turunan, maka 𝑦 juga mempunyai turunan 
sehingga 

𝑦′ = 𝑓′(𝑔(𝑥)). 𝑔′(𝑥) 

yang dapat diuraikan sebagai berikut:  

Misal 𝑧 = 𝑔(𝑥), maka 𝑔’(𝑥) =
𝑑𝑧

𝑑𝑥
 dan 𝑓’. 𝑔(𝑥) = 𝑓’(𝑧) =

𝑑𝑦

𝑑𝑧
 

Sehingga 𝑦’ = 𝑓’. (𝑔(𝑥)). 𝑔’(𝑥) 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑧
.

𝑑𝑧

𝑑𝑥
            (Larson, Hostetler, & Edward, 2008:232) 

Jika 𝑦 = 𝑓(𝑢) adalah fungsi yang diferensiabel terhadap 𝑢 dan 𝑢 = 𝑔(𝑥) 
adalah fungsi yang diferensiabel terhadap 𝑥, maka 𝑦 = 𝑓(𝑔(𝑥)) adalah 
fungsi yang diferensiabel terhadap x dan 𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦

𝑑𝑢
.

𝑑𝑢

𝑑𝑥
 atau ekuivalen dengan 

𝑑

𝑑𝑥
[𝑓(𝑔(𝑥))] = 𝑓′(𝑔(𝑥)). 𝑔′(𝑥) 

Ketika mengaplikasikan aturan rantai, akan lebih mudah jika kita 
memikirkan bahwa komposisi fungsi  𝑓𝑜 𝑔 memiliki dua bagian, yakni bagian 
dalam (inner part) dan bagian luar (outer part) 

outer part 
 

𝑦 = 𝑓(𝑔(𝑥)) = 𝑓(𝑢) 

 inner part 

Turunan dari 𝑦 = 𝑓(𝑢) adalah turunan dari fungsi luar (outer function) 
dikali dengan turunan dari fungsi dalam (inner function) 

𝑦 = 𝑓′(𝑢). 𝑢′  

Contoh:  

Tentukan turunan pertama dari 𝑦 = (𝑥2 + 4𝑥 − 3)4 

Solusi :  

Misal:   z = 𝑥2 + 4𝑥 − 3     𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 2𝑥 + 4   

 y = 𝑧4     𝑑𝑦

𝑑𝑧
= 4 𝑧3  

𝑦′ =
𝑑𝑦

𝑑𝑧
.

𝑑𝑧

𝑑𝑥
= 4 𝑧3 . (2𝑥 + 4 ) = 4(𝑥2 + 4𝑥 − 3 )3. (2𝑥 + 4 )  
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Persamaan Garis Singgung Kurva 

Dalam pembahasan definisi turunan di atas, kita telah mengenal arti ge-
ometri dari turunan fungsi 𝑓(𝑥) di suatu titik, yaitu: 

1 1
1 0

( ) ( )'( ) lim
h

f x h f x
f x m

h

 
 

 
dengan 𝑚 =gradien garis singgung pada kurva 𝑦 = 𝑓(𝑥) di titik (𝑥1, 𝑓(𝑥1)). 
Persamaan garis singgung pada kurva pada kurva 𝑦 = 𝑓(𝑥) di titik 
𝐴(𝑥1, 𝑓(𝑥1)) ditentukan oleh formula: 

1 1 1( ) '( )( )y f x f x x x    
dengan 𝑓′(𝑥1) adalah gradien garis singgung kurva 𝑦 = 𝑓(𝑥) pada 𝑥1 

Contoh: 
Tentukan persamaan garis singgung parabola 𝑦 = 2𝑥2 + 1 yang melalui ti-
tik (−1,3). 

Solusi: 

Dari persamaan parabola 𝑦 = 2𝑥2 + 1 diperoleh 

𝑓(−1) = 2 (−1)2 + 1 = 3, dan 

 𝑦′ = 𝑓′(𝑥) = 4𝑥 

Untuk 𝑥 = −1, diperoleh gradien gari singgung kurva 𝑓′(−1) = 4. (−1) = −4. 

Dengan demikian, persamaan garis singgung kurva yang melalui titik (−1,3) 
dengan gradien 𝑚 = −4 ditentukan oleh: 

 
1 1 1( ) '( )( )
3 ( 4) ( 1)

4 4 3
4 1

y f x f x x x

y x

y x

y x

  

     

    

   

 

Jadi, persamaan garis singgung pada parabola 𝑦 = 2𝑥2 + 1 yang melalui titik 
(−1,3) adalah 𝑦 = −4𝑥 − 1. 
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Aplikasi Turunan Fungsi 

Fungsi Naik dan Fungsi Turun  

Pengertian fungsi naik dan fungsi turun 
Perhatikan grafik fungsi 𝑦 = 𝑓(𝑥) yang dilukiskan 
pada gambar di samping. Secara visual, grafik 
fungsi 𝑓(𝑥) turun pada interval (−∞, 𝑎), kemudian 
konstan pada interval (𝑎, 𝑏), dan naik pada interval 
(𝑏, ∞).   

Sebuah fungsi dikatakan naik (increasing) jika un-
tuk 𝑥 makin besar (bergerak ke arah kanan pada 
sumbu cartesius) maka nilai fungsi (𝑓(𝑥)) semakin 

besar. Selanjutnya, fungsi dikatakan turun (decreasing) jika untuk 𝑥 makin 
besar (bergerak ke arah kanan pada sumbu cartesius) maka nilai fungsi 
(𝑓(𝑥)) semakin kecil. Secara matematis dapat dituliskan sebagai berikut. 

 Kondisi fungsi naik: 𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) 

 Kondisi fungsi turun: 𝑥1 < 𝑥2 ⇒ 𝑓(𝑥2) < 𝑓(𝑥1) 

(Larson, Hostetler, & Edward, 2008: 170) 

Contoh:   

Diketahui 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 4, dan 𝑔(𝑥) = −2𝑥 + 6. Gambarkan grafik fungsi 𝑓(𝑥) 
dan 𝑔(𝑥) pada bidang cartesius, kemudian tunjukkan manakah yang terma-
suk fungsi naik dan mana fungsi turun. 

Solusi: 

  
Berdasarkan grafik fungsinya, fungsi 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 4 merupakan fungsi 

naik, sedangkan 𝑔(𝑥) = −2𝑥 + 6 merupakan fungsi turun. 
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a) Untuk menunjukkan fungsi 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 4 adalah fungsi naik, cukup 
ditunjukkan bahwa untuk sembarang bilangan real 𝑎 dan 𝑏 dengan         
𝑎 < 𝑏 atau (𝑎 − 𝑏) < 0, maka 𝑓(𝑎) < 𝑓(𝑏), atau 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏) < 0. 
 𝑓(𝑎) = 2𝑎 + 4, dan 
 𝑓(𝑏) = 2𝑏 + 4, sehingga 

𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏) = 2𝑎 + 4 − 2𝑏 − 4 = 2(𝑎 − 𝑏) 

Karena (𝑎 − 𝑏) < 0, maka 𝑓(𝑎) − 𝑓(𝑏) = 2(𝑎 − 𝑏) < 0 atau 𝑓(𝑎) <

𝑓(𝑏). Dengan demikian, fungsi 𝑓(𝑥) = 2𝑥 + 4 merupakan fungsi naik. 

b) Untuk menunjukkan fungsi 𝑔(𝑥) = −2𝑥 + 6 adalah fungsi turun, cukup 
ditunjukkan bahwa untuk sembarang bilangan real 𝑎 dan 𝑏 dengan 𝑎 < 𝑏 
atau (𝑎 − 𝑏) < 0, maka 𝑔(𝑎) > 𝑔(𝑏), atau 𝑔(𝑎) − 𝑔(𝑏) > 0. 
 𝑔(𝑎) = −2𝑎 + 6, dan 

 𝑔(𝑏) = −2𝑏 + 6, sehingga 
𝑔(𝑎) − 𝑔(𝑏) = −2𝑎 + 6 + 2𝑏 − 6 = −2(𝑎 − 𝑏) 

Karena (𝑎 − 𝑏) < 0, maka 𝑔(𝑎) − 𝑔(𝑏) = −2(𝑎 − 𝑏) > 0 atau 𝑔(𝑎) >

𝑔(𝑏). Dengan demikian, fungsi 𝑔(𝑥) = −2𝑥 + 6 merupakan fungsi turun. 

Interval Fungsi Naik dan Fungsi Turun 

Karakteristik naik dan turunnya suatu fungsi dapat diperiksa dengan 
menggunakan turunan pertama. Misalkan 𝑓 terdefinisi pada interval [𝑎, 𝑏],  

a) Jika 𝑓′(𝑥) > 0 untuk setiap 𝑥 pada interval (𝑎, 𝑏), maka 𝑓(𝑥) naik pada 
[𝑎, 𝑏] 

b) Jika 𝑓′(𝑥) < 0 untuk setiap 𝑥 pada interval (𝑎, 𝑏), maka 𝑓(𝑥) turun pada 
[𝑎, 𝑏] 

c) Jika 𝑓′(𝑥) = 0 untuk setiap 𝑥 pada interval (𝑎, 𝑏), maka 𝑓(𝑥) konstan 
(stasioner) pada [𝑎, 𝑏].  

(Larson, Hostetler, & Edward, 2008: 170) 

Dalam penyelesaian masalah yang berkaitan dengan fungsi naik, fungsi 
turun dan fungsi stasioner, seringkali dijumpai kasus-kasus berikut: 

a) 𝑓′(𝑥) > 0 untuk 𝑥 pada interval 𝐼: 𝑓(𝑥) selalu naik pada interval 𝐼, 
b) 𝑓′(𝑥) < 0 untuk 𝑥 pada interval 𝐼: 𝑓(𝑥) selalu turun pada interval 𝐼, 
c) 𝑓′(𝑥) ≥ 0 untuk 𝑥 pada interval 𝐼: 𝑓(𝑥) tidak pernah turun pada interval 𝐼, 
d) 𝑓′(𝑥) ≤ 0 untuk 𝑥 pada interval 𝐼: 𝑓(𝑥) tidak pernah naik pada interval 𝐼, 
e) 𝑓′(𝑥) = 0 untuk 𝑥 pada interval 𝐼: 𝑓(𝑥) stasioner pada interval 𝐼. 

(Wirodikromo, 2007) 

 



  Hasan Djidu & Jailani 

75 
 

Contoh:  

Sebuah kurva parabola dinyatakan dengan rumus 𝑦 = 𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 2𝑥 + 3. 
Tentukan interval-interval 𝑥 dimana 𝑓(𝑥) merupakan 
a. Fungsi naik 
b. Fungsi turun 
c. Fungsi stasioner 

Solusi:   

dari 𝑓(𝑥) = −𝑥2 + 2𝑥 + 3, diperoleh 𝑓′(𝑥) = −2𝑥 + 2.  
a. 𝑓(𝑥) naik, jika 𝑓′(𝑥) > 0, 

⇔ −2𝑥 + 2 > 0 
⇔         −2𝑥 > −2 
⇔               𝑥 < 1 
Jadi, 𝑓(𝑥) naik pada 𝑥 < 1 atau (−∞, 1) 
 

b. 𝑓(𝑥) turun, jika 𝑓′(𝑥) < 0, 
⇔ −2𝑥 + 2 < 0 
⇔         −2𝑥 < −2 
⇔               𝑥 > 1 

Jadi, 𝑓(𝑥) turun pada 𝑥 > 1 atau (1, ∞). 
c. 𝑓(𝑥) stasioner, jika 𝑓′(𝑥) = 0, 

⇔ −2𝑥 + 2 = 0 
⇔         −2𝑥 = −2 
⇔               𝑥 = 1 

Jadi, 𝑓(𝑥) stasioner pada saat 𝑥 = 1  

Titik Stasioner suatu Fungsi dan Jenis-jenis Ekstrim 

Pengertian nilai stasioner dan titik stasioner  
Jika 𝑓′(𝑎) = 0, maka 𝑓(𝑎) adalah nilai stasioner dari 𝑓(𝑥) di 𝑥 = 𝑎. 

 
Pengertian di atas, mengisyaratkan bahwa nilai 𝑥 yang mengakibatkan 

𝑓(𝑥) stasioner dapat dicari melalui hubungan 𝑓′(𝑥) = 0. Titik (𝑎, 𝑓(𝑎) dengan 
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𝑓′(𝑎) = 0, terletak pada grafik fungsi 𝑦 = 𝑓(𝑥) disebut titik stasioner seperti 

terlihat pada gambar di atas.  Titik stasioner termasuk dalam kelompok titik 

kritis, yang merupakan calon titik ekstrim. 

Contoh:  

Tentukan nilai-nilai stasioner dan koordinat titik stasioner untuk fungsi  
𝑦 = 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4  

Solusi:  

Nilai 𝑥 yang menyebabkan 𝑦 = 𝑓(𝑥) stasioner ditentukan oleh hubungan 
𝑓′(𝑥) = 0.  Dari 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4 diperoleh 𝑓′(𝑥) = 2𝑥. 

𝑓′(𝑥) = 0   ⇒ 2𝑥 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 

Untuk 𝑥 = 0, diperoleh 𝑓(0) = (0)2 − 4 = −4 

Jadi, fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4 memiliki nilai stasioner= −4 dan koordinat titik sta-
sioner (0, −4). 

Jenis-Jenis Ekstrim Fungsi 

Uji turunan pertama 

Andaikan c adalah titik kritis dari fungsi f yang terdiferensialkan pada 
interval (𝑎, 𝑏) yang memuat c. 

 Jika 𝑓′(𝑥) berganti tanda dari positif menjadi negatif pada saat 𝑥 = 𝑐, 
maka 𝑓 memiliki nilai balik maksimum 𝑓(𝑐) dan titik (𝑐, 𝑓(𝑐)) adalah titik 
balik maksimum. Untuk lebih jelasnya, perhatikan gambar berikut: 

 

 Jika 𝑓′(𝑥) berganti tanda dari negatif menjadi positif pada saat 𝑥 = 𝑐, 
maka 𝑓 memiliki nilai balik minimum 𝑓(𝑐) dan titik (𝑐, 𝑓(𝑐)) adalah titik 
balik maksimum. Untuk lebih jelasnya, perhatikan gambar berikut: 
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 Jika 𝑓′(𝑥) tidak berganti tanda pada saat melalui 𝑥 = 𝑐, maka 𝑓 memiliki 

titik belok horizontal 𝑓(𝑐) dan titik (𝑐, 𝑓(𝑐)) adalah bukan titik balik 
maksimum maupun minimum. Untuk lebih jelasnya, perhatikan gambar 
berikut: 

 
naik – diam - naik  turun – diam - turun 

kondisi kurva  kondisi kurva 

Contoh:  

Tentukan nilai-nilai stasioner dari fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥(𝑥 − 3)2, kemudian 
tentukan nilai balik maksimum dan nilai balik minimum dari fungsi tersebut. 

Solusi:  

   2 2 3 2

2

( ) 3 6 9 6 9

'( ) 3 12 9

f x x x x x x x x x

f x x x

       

  
 

Nilai stasioner akan diperoleh jika 𝑓′(𝑥) = 0 

 

  

2

2

2

'( ) 0 3 12 9 0

3 4 3 0

4 3 0
3 1 0
3 1

f x x x

x x

x x

x x

x atau x

    

   

   

   

  

 

𝑓(3) = 3(3 − 3)2 = 0 dan 𝑓(1) = 1(1 − 3)2 = 4. 
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Jadi 𝑓(𝑥) memiliki nilai stasioner 𝑓(3) = 0 dan 𝑓(1) = 4, Sementara itu, titik 
ekstrimnya adalah (3,0) dan (1,4). 

Uji turunan pertama untuk mengetahui nilai balik maksimum dan minimum: 

Nilai 𝑥 𝑥 < 1 𝑥 = 1 1 < 𝑥 < 3 𝑥 = 3 𝑥 > 3 
Nilai uji 0 titik stasioner 2 titik stasioner 4 
Kondisi 
𝑓’(𝑥) + 0 - 0 + 

Sketsa 
kurva 

 
 
 

Kondisi Naik Diam Turun Diam Naik 
 

Berdasarkan uji turunan pertama di atas, dapat disimpulkan bahwa 𝑓(𝑥) 
memiliki nilai maksimum pada saat 𝑥 = 1, yaitu 𝑓(1) = 4, dan memiliki nilai 
minimum pada saat 𝑥 = 3, yaitu 𝑓(3) = 0. 

Uji turunan kedua 

Uji turunan kedua sangat diperlukan saat penentuan titik belok kurva 
suatu fungsi. Uji turunan kedua pada penentuan jenis ekstrim (maksimum 
dan minimum) berdasarkan pengamatan terhadap nilai 𝑓”(𝑥) disekitar titik =
𝑐 , dimana 𝑥 = 𝑐 adalah titik kritis dari 𝑓 (𝑓’(𝑐) = 0). Untuk lebih jelasnya 
perhatikan uraian berikut. 

Andaikan c adalah titik kritis dan 𝑓(𝑐) adalah nilai stasioner dari fungsi 
𝑓 yang terdiferensialkan pada interval (𝑎, 𝑏) yang memuat c. 
 Jika 𝑓′′(𝑐) < 0 maka 𝑓(𝑐) adalah nilai balik maksimum dari 𝑓, sedangkan 

titik(𝑐, 𝑓(𝑐)) merupakan titik balik maksimum kurva. 
 Jika 𝑓′′(𝑐) > 0 maka 𝑓(𝑐) adalah nilai balik minimum dari 𝑓, sedangkan 

titik(𝑐, 𝑓(𝑐)) merupakan titik balik minimum kurva. 
 Jika 𝑓′′(𝑐) = 0 maka 𝑓(𝑐) bukan nilai ekstrim, sedangkan titik(𝑐, 𝑓(𝑐)) 

merupakan titik belok kurva. 

Contoh: 

Tentukan nilai-nilai ekstrim beserta jenis ekstrim dari fungsi 𝑓(𝑥) =
1

4
𝑥4 −

1

2
𝑥2 dengan menggunakan uji turunan kedua. 
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Solusi: 

4 2

3

1 1( )
4 2

'( )

f x x x

f x x x

 

 

 

Nilai stasioner akan diperoleh jika 𝑓′(𝑥) = 0 

 
  

3

2

'( ) 0 0

1 0

1 1 0
0 , 1, 1

f x x x

x x

x x x

x x atau x

   

  

   

    

 

3'( )f x x x  , maka 2''( ) 3 1f x x  . 

Uji turunan kedua 

Nilai kritis 𝑥 𝑥 = −1 𝑥 = 0 𝑥 = 1 
Nilai 𝑓(𝑥) −

1

4
 0 −

1

4
 

Nilai 𝑓′′(𝑥) 2 -1 2 
Kondisi 𝑓′′(𝑥) + - + 
Jenis ekstrim Minimum Maksimum Minimum 

Berdasarkan uji turunan kedua di atas, dapat disimpulkan bahwa  

 𝑓(𝑥) memiliki nilai maksimum pada saat 𝑥 = 0, yaitu 𝑓(0) = 0, dengan 
titik maksimum (0,0), 

 𝑓(𝑥) memiliki dua nilai minimum yakni pada saat 𝑥 = −1, yaitu 𝑓(−1) =

−
1

4
; dan pada saat 𝑥 = 1 yaitu 𝑓(1) = −

1

4
. Dengan titik-titik minimum 

(−1, −
1

4
), dan (1, −

1

4
). 

Nilai Maksimum dan Minimum Suatu Fungsi dalam Interval Tertutup 

Misalkan 𝑓(𝑥) terdefinisi pada interval tertutup 𝐼 yang memuat titik 𝑎. 

 Jika 𝑓(𝑎) ≥ 𝑓(𝑥) untuk semua 𝑥 dalam interval tertutup 𝐼, maka 𝑓(𝑎) 
disebut sebagai nilai maksimum fungsi 𝑓(𝑥) pada interval 𝐼. 

 Jika 𝑓(𝑎) ≤ 𝑓(𝑥) untuk semua 𝑥 dalam interval tertutup 𝐼, maka 𝑓(𝑎) 
disebut sebagai nilai minimum fungsi 𝑓(𝑥) pada interval 𝐼. 

Untuk lebih memahami pengertian nilai maksimum dan minimum di 
atas, perhatikan gambar berikut. 
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Berdasarkan gambar di atas, diperoleh informasi bahwa 

 𝑓(𝑎) ≥ 𝑓(𝑥) untuk semua 𝑥 dalam interval tertutup [𝑎, 𝑑], sehingga  
nilai maksimum fungsi 𝑓(𝑥) pada interval [𝑎, 𝑑] adalah 𝑓(𝑎).  

 𝑓(𝑑) ≤ 𝑓(𝑥) untuk semua 𝑥 dalam interval tertutup [𝑎, 𝑑], sehingga  
nilai minimum fungsi 𝑓(𝑥) pada interval [𝑎, 𝑑] adalah 𝑓(𝑑). 

 𝑓(𝑥) memiliki nilai balik minimum yaitu 𝑓(𝑏). 

 𝑓(𝑥) memiliki nilai balik maksimum yaitu 𝑓(𝑐). 

Berdasarkan uraian serta contoh di atas, dapat diambil beberapa kes-
impulan: 

a) Nilai maksimum atau nilai minimum suatu fungsi dalam suatu interval 

tertutup belum tentu sama dengan nilai balik maksimum atau nilai balik 

minimum fungsi dalam interval tersebut. 

b) Nilai maksimum atau nilai minimum suatu fungsi dalam suatu interval 

tertutup dapat diperoleh dari dua kemungkinan, yaitu: 

1) Nilai balik maksimum atau minimum fungsi, atau 
2) Nilai-nilai fungsi pada ujung interval. 

Contoh: 

Tentukan nilai maksimum dan nilai minimum fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 dalam 
interval-interval tertutup berikut ini. 

a. −2 ≤ 𝑥 ≤ 0 atau [−2,0] 

b. 1 ≤ 𝑥 ≤ 4 atau [1,4] 

Solusi: 

Berdasarkan (𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 , diperoleh 𝑓′(𝑥) = 2𝑥 − 4, dan 𝑓′′(𝑥) = 2 

Nilai stasioner 𝑓(𝑥) akan diperoleh jika 𝑓′(𝑥) = 0, yaitu: 
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2𝑥 − 4 = 0 ⇔ 𝑥 = 2. 

Nilai stasionernya adalah 𝑓(2) = 22 − 4(2) = −4.  

Dengan menggunakan uji turunan kedua, diperoleh  𝑓′′(2) = 2 (positif), se-
hingga 

𝑓(2) = −4 merupakan nilai balik minimum 𝑓(𝑥). 

a. Nilai maksimum dan minimum dalam interval −2 ≤ 𝑥 ≤ 0 dapat 

ditentukan sebagai berikut: 

 Langkah 1 

Dalam interval −2 ≤ 𝑥 ≤ 0 tidak ada nilai balik minimum (nilai balik 
minimum terjadi pada 𝑥 = 2) 

 Langkah 2 

Nilai-nilai fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 pada titik-titik ujung interval (𝑥 = −2 
dan 𝑥 = 0), yaitu: 
𝑓(−2) = (−2)2 − 4(−2) = 12, dan  
𝑓(0) = (0)2 − 4(0) = 0 

 Langkah 3 

Berdasarkan langkah 1 dan 2, dapat ditetapkan:  
 Nilai maksimum dan minimum fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 terjadi pada 

titik-titik ujung interval (𝑥 = −2 dan 𝑥 = 0). 

Dapat disimpulkan bahwa pada interval [−2,0], nilai maksimum 𝑓(𝑥) ada-
lah 12 , dan nilai minimum 𝑓(𝑥) adalah 0. Atau dapat dikatakan bahwa: 

untuk  −2 ≤ 𝑥 ≤ 0, nilai fungsi berada pada interval 0 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 12. 

b. Nilai maksimum dan minimum dalam interval 1≤ 𝑥 ≤ 4 dapat ditentukan 

sebagai berikut: 

 Langkah 1 

Dalam interval 1 ≤ 𝑥 ≤ 4 terdapat nilai balik minimum, yaitu 𝑓(2) =
−4. 

 Langkah 2 

Nilai-nilai fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 pada titik-titik ujung interval (𝑥 = 1 dan 
𝑥 = 4), yaitu: 
𝑓(1) = (1)2 − 4(1) = −3, dan  
𝑓(4) = (4)2 − 4(4) = 0 

 Langkah 3 

Berdasarkan langkah 1 dan 2, dapat ditetapkan:  
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 Nilai maksimum fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 terjadi pada titik-titik ujung 

sebelah kanan (𝑥 = 4), dan 

 Nilai minimum fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥2 − 4𝑥 terjadi pada titik-balik 

minimum (𝑥 = 2). 

Dapat disimpulkan pada interval [1,4], nilai maksimum 𝑓(𝑥) adalah 0, dan 
nilai minimum 𝑓(𝑥) adalah −4. Atau dapat dikatakan bahwa: 

untuk  1 ≤ 𝑥 ≤ 4, nilai fungsi berada pada interval −4 ≤ 𝑓(𝑥) ≤ 0. 

Menggambar Grafik Fungsi Aljabar 

Pembahasan sebelumnya telah dibahas tentang fungsi naik dan fungsi 
turun, titik stasioner, nilai balik minimum dan maksimum, dan titik belok 
kurva. Informasi yang diperoleh pada pembahasan tersebut akan membantu 
dalam menggambar grafik suatu fungsi. Untuk memudahkan dalam meng-
gambar grafik fungsi aljabar digunakan informasi kecekungan dan titik belok 
grafik fungsi dengan menggunakan uji turunan kedua.  

Kecekungan grafik fungsi 
Kecekungan grafik suatu fungsi menunjukkan perubahan kemiringan 

grafik fungsi (𝑓′(𝑥)).  

 Jika 𝑓′(𝑥) naik (semakin besar) pada suatu interval 𝐼, maka grafik fungsi 

𝑓(𝑥) cekung ke atas pada interval 𝐼.  

  Jika 𝑓′(𝑥) turun (semakin kecil) pada suatu interval 𝐼, maka grafik fungsi 

𝑓(𝑥) cekung kebawah pada interval 𝐼.   

Untuk menentukan kecekungan grafik fungsi, digunakan uji turunan 
kedua. Misalkan 𝑓(𝑥) memiliki turunan kedua (𝑓′′(𝑥)) pada interval terbuka 
𝐼,  

a) Jika 𝑓′′(𝑥) > 0 untuk setiap 𝑥 pada interval 𝐼, maka grafik fungsi 𝑓 

cekung ke atas pada interval 𝐼.  

b) Jika 𝑓′′(𝑥) < 0 untuk setiap 𝑥 pada interval 𝐼, maka grafik fungsi 𝑓 

cekung kebawah pada interval 𝐼. 

Untuk lebih memahami pengertian di atas, perhatikan gambar berikut. 
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(Larson, Hostetler, & Edward, 2008: 180) 

Titik belok (inflection) grafik fungsi 
Untuk menentukan titik belok suatu grafik fungsi, perhatikan uraian beri-

kut. Jika (𝑐, 𝑓(𝑐)) merupakan titik belok grafik fungsi 𝑓, maka 𝑓′′(𝑐) = 0 atau 
𝑓′′(𝑐) tidak ada. untuk lebih memahami pengertian di atas, perhatikan gam-
bar berikut. 

 
(Larson, Hostetler, & Edward, 2008: 183) 

a. Langkah-langkah menggambar grafik fungsi aljabar 

Hal-hal yang perlu diperhatikan dalam menggambar grafik fungsi aljabar 
yang dapat didiferensialkan adalah: 

1) Tentukan titik potong  grafik fungsi dengan sumbu 𝑥 dan sumbu 𝑦 (jika 
mudah dilakukan) 

2) Tentukan titik-titik stasioner beserta jenisnya (maksimum, minimum, 
kecekungan, dan titik belok) 

3) Tentukan nilai 𝑦 = 𝑓(𝑥) untuk nilai 𝑥 yang besar positif dan untuk nilai 𝑥 
yang besar negatif. 

Contoh: 

Gambarkan grafik fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 4𝑥3 dengan daerah asal 𝐷𝑓 = {𝑥|𝑥 ∈

𝑅}.  
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Solusi: 

Berdasarkan 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 4𝑥3 , diperoleh ′(𝑥) = 4𝑥3 − 12𝑥2 , dan 𝑓′′(𝑥) = 12𝑥2 −

24𝑥.  

1) Titik potong dengan sumbu 𝑥 dan sumbu 𝑦 

 Jika 𝑥 = 0, maka 𝑦 = 𝑓(0) = 0  titik potong dengan sumbu y yaitu 

(0,0).  

 Jika 𝑦 = 0  ⇔    𝑥4 − 4𝑥3 = 0 
 ⇔    𝑥3(𝑥 − 4) = 0   
 ⇔   𝑥 = 0 atau  𝑥 = 4    titik potong dengan sumbu x yaitu 

(0,0) dan (4,0) 
2) Titik stasioner dan jenisnya  

 Nilai stasioner terjadi pada saat 𝑓′(𝑥) = 0, yaitu: 

 

       

         

3 2

2

4 3 4 3

2 2

'( ) 0 4 12 0
4 3 0

0 3

(0) 0 4 0 0 (3) 3 4 3 81 102 21

''(0) 12 0 24 0 0 '' 3 12 3 23 3 39

f x x x

x x

x atau x

f dan f

f dan f

   

  

  

        

     

 

Uji turunan ke dua 
Nilai-nilai kritis 𝑥 𝑥 = 0 𝑥 = 3 
Nilai 𝑓(𝑥) 0 −21 
Nilai 𝑓′′(𝑥) 0 39 
Kondisi 𝑓′′(𝑥) 0 + 
Jenis ekstrim - Minimum 

Jadi 𝑓(𝑥) hanya memiliki titik balik minimum (3, −21). 

 Titik belok 
Nilai 𝑓′′(𝑥) terdefinisi untuk setiap nilai 𝑥 ∈ 𝑅, sehingga titik belok grafik 
fungsi 𝑓(𝑥) terjadi pada saat 𝑓′′(𝑥) = 0, yaitu: 

 

       

2

4 3 4 3

''( ) 0 12 24 0
12 2 0

0 2

(0) 0 4 0 0 (2) 2 4 2 16

f x x x

x x

x atau x

f dan f

   

  

  

      

 

Jadi 𝑓(𝑥) memiliki titik belok (0,0) dan (2, −16). 

 Kecekungan grafik fungsi 

fungsi 𝑓(𝑥) cekung ke atas pada saat 𝑓′′(𝑥) > 0, yaitu:  
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2''( ) 0 12 24 0
12 2 0

0 2

f x x x

x x

x atau x

   

  

  

 

Jadi, grafik fungsi cekung ke atas pada interval 𝑥 < 0 atau > 2 . 
fungsi 𝑓(𝑥) cekung ke bawah pada saat f ′′(x) < 0, yaitu:  

 

2''( ) 0 12 24 0
12 2 0

0 2

f x x x

x x

x dan x

   

  

  

 

Jadi, grafik fungsi cekung ke bawah pada interval 0 < 𝑥 < 2. 
3) Nilai 𝑦 = 𝑓(𝑥) untuk nilai 𝑥 besar positif dan nilai 𝑥 besar negatif. 

Pilih 𝑥 = −2 ⇒ 𝑓(−2) = (−2)4 − 4(−2)3 = 16 + 32 = 48 
Pilih 𝑥 = 5 ⇒ 𝑓(5) = (5)4 − 4(5)3 = 625 − 500 = 125 

 

 

Sketsa Grafik fungsi 𝑓(𝑥) = 𝑥4 − 4𝑥3 adalah sebagai berikut: 

 

Aplikasi Turunan dalam Pemecahan Masalah 

Turunan fungsi dapat digunakan dalam menyelesaikan masalah sehari-
hari, masalah disiplin ilmu lain, termasuk menyelesaikan masalah yang 
berkaitan dengan kalkulus itu sendiri. Langkah-langkah yang dapat 
digunakan untuk menyelesaikan masalah ekstrim fungsi adalah sebagai 
berikut. 

a) Merumuskan model matematis dari masalah. Kegiatan yang dilakukan 
yaitu: 
 Mengubah informasi dalam masalah menjadi bentuk variabel 

(mengidentifikasi dan memberi nama untuk variabel-variabel) 
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 Menentukan hubungan antar variabel atau komponen dalam 
masalah. 

b) Menerapkan konsep-konsep dan prinsip kalkulus pada model 
matematis yang telah kita rumuskan untuk memperoleh kesimpulan 
matematis 

c) Menafsirkan kesimpulan matematis yang diperoleh sesuai dengan 
konteks masalah yang diberikan. 

d) Menguji kebenaran hasil yang diperoleh. 
(Stewart, 2009) 

Contoh: 

Sebuah kotak tanpa tutup akan dibuat dari kertas berbentuk persegi 
panjang berukuran 8 cm x 5 cm dengan memotong suatu persegi sama 
besar bersisi 𝑥 pada setiap sudutnya kemudian melipat sisi-sisinya seperti 
tampak pada gambar. Berapakah ukuran kotak yang harus dibuat agar vol-
ume kotak yang dihasilkan maksimum. 

 
Solusi: 

a) Membuat model matematis dari masalah: 
Diketahui:  
Ukuran kertas 
 Panjang kardus = 8 cm 
 Lebar kardus = 5 cm 
Misalkan ukuran kotak yang diinginkan  

 Panjang kotak = 𝑝 = 8 − 2𝑥 
 lebar kotak  = 𝑙 = 5 − 2𝑥 
 tinggi kotak = 𝑡 = 𝑥,  dengan 0 < 𝑥 < 5 
 Volume kotak  = 𝑉 = 𝑝. 𝑙. 𝑡 
Berdasarkan informasi di atas, diperoleh model matematika sebagai 
berikut 

𝑉 = 𝑝. 𝑙. 𝑡 = (8 − 2𝑥)(5 − 2𝑥)(𝑥) 
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b) Berdasarkan model matematis di atas, terlihat bahwa volume kotak 

bergantung pada 𝑥, atau dapat dituliskan 𝑉(𝑥) = (8 − 2𝑥)(5 − 2𝑥)(𝑥) 

Oleh karena itu untuk memperoleh volume maksimum, akan 
digunakan turunan fungsi. 
𝑉(𝑥) = (8 − 2𝑥)(5 − 2𝑥)(𝑥) 

 = (40 − 16𝑥 − 10𝑥 + 4𝑥2). 𝑥  

𝑉(𝑥) = 4𝑥3 − 26𝑥2 + 40𝑥      dengan 0 < 𝑥 < 6 

𝑉′(𝑥) = 12𝑥2 − 52𝑥 + 40 

Nilai stasioner 𝑉(𝑥) akan diperoleh jika 𝑉′(𝑥) = 0, yaitu: 

12𝑥2 − 52𝑥 + 40 = 0 ⇔ 4(3𝑥2 − 13𝑥 + 10) = 0 

       ⇔ 4(3𝑥 − 10)(𝑥 − 1) = 0 

       ⇔ 𝑥 =
10

3
 atau 𝑥 = 1 

Uji turunan kedua untuk menentukan nilai maksimum 

𝑉′(𝑥) = 12𝑥2 − 52𝑥 + 40 ⇒ 𝑉′′(𝑥) = 24𝑥 − 52 

 𝑉′′ (
10

3
) = 24 (

10

3
) − 52 = 80 − 52 = 28  (𝑉′′(𝑥) positif nilai 

minimum) 
 𝑉′′(1) = 24(1) − 52 = 24 − 52 = −28  (𝑉′′(𝑥) negatif nilai 

maksimum) 
Jadi 𝑉(𝑥) maksimum untuk 𝑥 = 1, yaitu 𝑉(1) = 28. 

c) Karena 𝑉(𝑥) maskimum untuk 𝑥 = 1, maka ukuran kotak yang harus 
dibuat adalah 
Panjang (𝑝)= 8 − 1 = 6 𝑐𝑚,  
Lebar (𝑙)= 5 − 1 = 4 𝑐𝑚, dan 
Tinggi (𝑡)= 1 𝑐𝑚 

 
Dengan demikian volume kotak yang diperoleh adalah 𝑉 = 6 × 4 × 1 =

24 𝑐𝑚3 
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Perhitungan bentuk tak tentu limit fungsi (Dalil L’Hopital) 

Pada pembahasan limit fungsi, telah diuraikan beberapa 
metode/strategi untuk menyelesaikan bentuk tak tentu limit fungsi (0

0
,

∞

∞
, ∞ −

∞, ∞ + ∞, dan 00). Strategi yang digunakan yaitu, faktorisasi, rasionalisasi 
akar. Selain teknik tersebut, turunan fungsi juga dapat digunakan untuk me-
nyelesaikan bentuk tak tentu limit fungsi. Perhatikan uraian berikut: 

Dalil L’Hopital 

Misalkan 𝑓(𝑥) dan 𝑔(𝑥) merupakan fungsi-fungsi yang diferensiabel pada setiap titik 
dalam interval terbuka 𝐼. 

Jika 
( )lim
( )x a

f x

g x
 mempunyai bentuk tak tentu 0

0
 atau ∞

∞
, maka: 

( ) '( ) '( )lim lim
( ) '( ) '( )x a x a

f x f x f a

g x g x g a 
   

Jika 
'( ) 0
'( ) 0

f a

g a
 , lakukan kembali penurunan, yaitu: 

( ) ''( ) ''( )lim lim
( ) ''( ) ''( )x a x a

f x f x f a

g x g x g a 
   

Sampai tak dijumpai bentuk 0

0
. 

(Sukino, 2007: 254) 

Contoh: 

1. Tentukan lim
n n

x a

x a

x a




 

2. Tentukan 30

1 1lim
1 1x

x

x

 

 
 

Solusi: 
1. Dengan melakukan substitusi langsung akan diperoleh bentuk tak tentu, 

yaitu
0
0

n na a

a a





 Bentuk tak tentu. 

Dengan menggunakan dalil L’Hopital, diperoleh: 
1

10lim lim
1 0

n n n
n

x a x a

x a nx
na

x a




 

 
 

 
 (diturunkan 1 kali) 
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2. Dengan melakukan substitusi langsung akan diperoleh bentuk tak tentu, 

yaitu 3

0 1 1 0
00 1 1

 


 
 Bentuk tak tentu. 

Dengan menggunakan dalil L’Hopital, diperoleh: 

 

 

1
2

130 0
3

1 11 1lim lim
1 1 1 1

x x

xx

x x
 

  


   

 

 

 

 

 

1
2

20
3

1
2

2
3

1 1 0
2lim
1 1 0
3

1 0 1
2
1 0 1
3
1

32
1 2
3

x

x

x



 





 



 







 

  (diturunkan 1 kali) 

Integral Fungsi 

Dalam matematika kita mengenal operasi yang saling berkebalikan (in-
vers). Misalnya, operasi penjumlahan dengan pengurangan, perkalian 
dengan pembagian, perpangkatan dengan penarikan akar, dan operasi-
operasi lainnya yang saling berkebalikan. Hal demikian juga berlaku dalam 
turunan fungsi. Jika pada pembahasan sebelumnya telah dibahas cara 
menentukan turunan fungsi, maka sekarang akan dibahas proses kebalikan 
dari turunan itu sendiri yang sering disebut anti turunan atau integral. Untuk 
membantu kalian memahami konsep integral, perhatikan ilustrasi berikut. 

Suatu benda diamati bergerak pada suatu lintasan dengan fungsi posisi 
𝑠(𝑡) = 𝑡3, dengan 𝑡 dalam satuan detik. Jika diminta untuk menentukan ke-
cepatan benda pada setiap waktu, maka dengan menggunakan konsep 
turunan fungsi diperoleh bahwa kecepatan benda tersebut ditentukan oleh 
𝑣(𝑡) = 𝑠′(𝑡) = 3𝑡2. Pernyataan-pernyataan tersebut dapat ditulis dalam ben-
tuk sebagai berikut. 

(i). Turunan pertama dari 𝑠(𝑡) =  𝑡3 adalah 𝑠′(𝑡) = 𝑣(𝑡) = 3𝑡2 , atau 
(ii). 𝑣(𝑡) = 3𝑡2 merupakan turunan pertama dari 𝑠(𝑡) = 𝑡3 

Bagaimana jika proses tersebut kita balik? 
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Jika diketahui bahwa kecepatan benda 𝑣(𝑡) = 3𝑡2, maka untuk menen-
tukan fungsi posisi benda tersebut pada setiap waktu sama halnya dengan 
menentukan fungsi yang memiliki turunan pertama 𝑣(𝑡) = 3𝑡2. Berdasarkan 
pernyataan (i) dan (ii) dapat kita peroleh jawaban bahwa fungsi posisi benda 
pada setiap waktu ditentukan oleh fungsi 𝑠(𝑡) = 𝑡3, karena turunan pertama 
𝑠(𝑡)adalah 𝑠′(𝑡) = 3𝑡2. Oleh karena itu 𝑠(𝑡) dikatakan sebagai suatu anti 
turunan dari 𝑣(t). 

Definisi (Anti turunan) 

Fungsi 𝐹 dikatakan sebagai suatu anti turunan dari 𝑓 jika 𝐹′(𝑥) = 𝑓(𝑥) untuk semua 
𝑥 dalam interval 𝐼. 

 
Untuk lebih memahami Definisi 1 perhatikan Contoh 1 

Contoh 1:  

Tentukan suatu anti turunan dari fungsi berikut. 

1. 𝑓(𝑥) = 2𝑥 
2. 𝑔(𝑥) = 4𝑥3 
3. ℎ(𝑥) = 5𝑥4 

Penyelesaian: 

Berdasarkan definisi anti turunan diperoleh gambaran bahwa menentukan 
suatu anti turunan fungsi-fungsi 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥), dan ℎ(𝑥) berarti mencari suatu 
fungsi lain yang apabila diturunkan menghasilkan 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥), dan ℎ(𝑥)  itu 
sendiri.  

1. Karena 𝐹(𝑥) = 𝑥2 memiliki turunan yaitu 𝐹′(𝑥) = 2𝑥, maka 𝐹(𝑥) = 𝑥2 
merupakan suatu anti turunan dari 𝑓(𝑥) = 2𝑥 

2. Karena 𝐺(𝑥) = 𝑥4 memiliki turunan yaitu 𝐺′(𝑥) = 4𝑥3, maka 𝐺(𝑥) = 𝑥4 
merupakan suatu anti turunan dari 𝑔(𝑥) = 4𝑥3 

3. Karena 𝐻(𝑥) = 𝑥5 memiliki turunan yaitu 𝐻′(𝑥) = 5𝑥4, maka 𝐻(𝑥) = 𝑥5 
merupakan suatu anti turunan dari ℎ(𝑥) = 5𝑥4 
 

Pada Definisi antiturunan dinyatakan bahwa 𝐹 dikatakan sebagai suatu 
anti turunan, bukan sebagai anti turunan dari f. Mengapa demikian? Per-
hatikan contoh berikut. 

a. 𝐹1(𝑥) = 𝑥3   𝐹’(𝑥) = 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 
b. 𝐹2(𝑥) = 𝑥3 + 7   𝐹’(𝑥) = 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 
c. 𝐹3(𝑥) = 𝑥3 − 5   𝐹’(𝑥) = 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 
d. 𝐹4(𝑥) = 𝑥3 +

1

2
   𝐹’(𝑥) = 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 
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Berdasarkan empat contoh tersebut dapat disimpulkan bahwa anti 
turunan dari 𝑓(𝑥) = 3𝑥2, tidak hanya satu fungsi tunggal. Berapapun 
bilangan real konstan yang ditambahkan pada fungsi 𝐹(𝑥), selalu memenuhi 
𝐹’(𝑥) = 𝑓(𝑥). Oleh karena itu 𝐹(𝑥) = 𝑥3 disebut sebagai salah satu atau 
suatu anti turunan dari 𝑓(𝑥) = 3𝑥2. Sementara itu, anti turunan dari 𝑓(𝑥) =

3𝑥2 merupakan himpunan semua fungsi yang didefinisikan sebagai 𝐹(𝑥) =

𝑥3 + 𝐶, dengan 𝐶 adalah konstanta real.  

Himpunan dari antiturunan fungsi 𝑓  tersebut dinamakan integral tak 
tentu dari 𝑓 atau dapat dikatakan bahwa integral tak tentu dari 𝑓(𝑥) = 3𝑥2 
adalah 𝐹(𝑥) = 𝑥3 + 𝐶. Proses untuk menentukan anti turunan dari fungsi 
𝑓(𝑥) adalah proses mengintegralkan (integrasi). 

 

Notasi Integral 

Pada proses menentukan turunan (diferensiasi) suatu fungsi digunakan 
beberapa notasi, misalnya 𝐹’(𝑥) sebagai turunan pertama dari 𝐹(𝑥) terhadap 
𝑥; atau 𝑑𝑦

𝑑𝑥
 sebagai turunan pertama dari 𝑦 terhadap 𝑥; dan sebagainya. Se-

mentara itu, proses menentukan anti turunan (integrasi) menggunakan no-
tasi “ʃ ”. Oleh karena itu, himpunan semua anti turunan dari fungsi 𝑓 ditulis 
sebagai berikut. 

 
Catatan:  

 Notasi di atas dibaca: “integral 𝑓(𝑥) terhadap 𝑥” yang berarti bahwa apabila fungsi 𝐹(𝑥) 
diturunkan terhadap variabel 𝑥, akan menghasilkan 𝑓(𝑥). 

 Perlu diperhatikan bahwa penulisan notasi integral “ʃ ” suatu fungsi harus dikuti dengan 
notasi “𝑑𝑥”, “𝑑𝑡” atau notasi lainnya yang menunjukkan variabel integrasi. 
 

Contoh 2:  

Tentukan integral tak tentu fungsi-fungsi berikut. 

1. ∫ 2𝑥 𝑑𝑥 
2. ∫ 4𝑥3 𝑑𝑥 
3. ∫ 5𝑥4 𝑑𝑥 
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Penyelesaian: 

Berdasarkan penyelesaian pada Contoh 1, diperoleh: 

1. ∫ 2𝑥 𝑑𝑥 = 𝑥2 + 𝐶 
2. ∫ 4𝑥3 𝑑𝑥 = 𝑥4 + 𝐶 
3. ∫ 5𝑥4 𝑑𝑥 = 𝑥5 + 𝐶 
 

Sifat-sifat Integral Tak Tentu 

Perhatikan ilustrasi berikut. 
  Pangkat variabel 𝑥 dikurangi 1 

Jika 𝑓(𝑥) = 𝑥𝒏, maka 𝑓′(𝑥) = 𝒏𝑥𝒏−1 Proses diferensiasi 

  Pangkat terdahulu menjadi faktor pengali 

Karena integral merupakan invers dari turunan fungsi, maka, proses 
yang dilakukan adalah kebalikan dari aturan pada proses diferensiasi, yaitu 
(1) pangkat variabel ditambah 1, dan (2) pangkat terbaru menjadi faktor pem-
bagi. 

Secara matematis integral tak tentu fungsi pangkat (aturan pangkat) 
dapat dituliskan sebagai berikut. 

∫ 𝑥𝒏, 𝑑𝑥 =
𝑥𝒏+𝟏

𝑛 + 1
+ 𝐶, dengan 𝑛 ≠ −1 

 

Contoh 3:  

Tentukan integral tak tentu berikut. 

1. ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 
2. ∫ 𝑥3 𝑑𝑥 
3. ∫ 𝑥−2 𝑑𝑥 

 
Penyelesaian: 

Karena integran berupa fungsi pangkat, maka Integral tak tentu dari fungsi 
di atas dapat ditentukan dengan menggunakan aturan pangkat. 

1. ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 =
𝑥2+1

2 + 1
+ 𝐶 =

𝑥3

3
+ 𝐶 =

1

3
𝑥3 + 𝐶 

2. ∫ 𝑥3 𝑑𝑥 =
𝑥3+1

3 + 1
+ 𝐶 =

𝑥4

4
+ 𝐶 =

1

4
𝑥4 + 𝐶 
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3. ∫ 𝑥−2 𝑑𝑥 =
𝑥−2+1

−2 + 1
+ 𝐶 =

𝑥−1

−1
+ 𝐶 = −𝑥−1 + 𝐶 = −

1

𝑥
+ 𝐶 

Integral Tak Tentu Hasil Kali Fungsi dengan Konstanta 

Ingat kembali aturan hasil kali fungsi dengan konstanta pada turunan 
fungsi, bahwa: 𝑑

𝑑𝑥
[𝑘. 𝑓(𝑥)] = 𝑘

𝑑

𝑑𝑥
[𝑓(𝑥)] = 𝑘𝑓′(𝑥), Sehingga diperoleh hub-

ungan bahwa 𝑘 𝑓(𝑥) adalah suatu anti turunan dari 𝑘 𝑓′(𝑥). Oleh karena itu 
hubungan tersebut dapat ditulis kembali menjadi: 

∫ 𝑘 𝑓(𝑥) 𝑑𝑥 = 𝑘 ∫ 𝑓(𝑥) + 𝐶 

Perhatikan Contoh berikut. 

Contoh 4: 

Tentukan integral tak tentu berikut. 

1. ∫ 3 𝑑𝑥 
2. ∫

1

2
𝑥3 𝑑𝑥 

3. ∫ 4√𝑥
3

𝑑𝑥 
 

Penyelesaian: 

Integran dari soal 1 s.d. 3 berupa hasil kali bilangan konstan dengan fungsi 
pangkat, sehingga 

1. ∫ 3 𝑑𝑥 = ∫ 3. 𝑥0 𝑑𝑥 = 3 ∫ 𝑥0 𝑑𝑥 = 3 [
𝑥0+1

0 + 1
+ 𝐶] = 3[𝑥 + 𝐶] = 3𝑥 + 3𝐶

= 3𝑥 + 𝐶 
3 × 𝐶 = 𝐶 karena 3 kali bilangan konstant menghasilkan bilangan konstan juga 

2. ∫
1

2
𝑥3𝑑𝑥 =

1

2
∫ 𝑥3 𝑑𝑥 =

1

2
[

𝑥3+1

3 + 1
+ 𝐶] =

1

2
[
𝑥4

4
+ 𝐶] =

1

8
𝑥4 + 𝐶 

3. 
∫ 4√𝑥

3
𝑑𝑥 = 4 ∫ 𝑥

1
3 𝑑𝑥 = 4 [

𝑥
1
3

+1

1
3

+ 1
+ 𝐶] = 4

3

4
𝑥

4
3 + 4𝐶 = 3𝑥

4
3 + 4𝐶

= 3𝑥 √𝑥
3

+ 𝐶 
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Integral Jumlah dan Selisih Fungsi-Fungsi  

Ingat kembali turunan jumlah dan selisih fungsi-fungsi, bahwa: 
𝑑

𝑑𝑥
[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥)] =

𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) ±

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) atau 𝑑

𝑑𝑥
𝑓(𝑥) ±

𝑑

𝑑𝑥
𝑔(𝑥) =  𝑑

𝑑𝑥
[𝑓(𝑥) ±

𝑔(𝑥)] 

Sehingga diperoleh hubungan bahwa 𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥) adalah suatu anti turunan 
dari 𝑑

𝑑𝑥
[𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥) ]. Oleh karena itu, hubungan tersebut dapat ditulis kem-

bali menjadi: 

∫  𝑓(𝑥) ± 𝑔(𝑥) 𝑑𝑥 = ∫ 𝑓(𝑥) ± ∫ 𝑔(𝑥) + 𝐶 

Untuk lebih memahami integral jumlah dan selisih fungsi-fungsi, perhatikan 
Contoh Berikut. 

Contoh 5:  

Tentukan integral tak tentu berikut. 

1. ∫(𝑥 + 2)𝑑𝑥 

Penyelesaian: 

Integran dari soal berupa jumlah dari dua dan tiga fungsi pangkat, sehingga 
integral tak tentu dari soal 1 s.d. 3 dapat ditentukan dengan menggunakan 
integrasi jumlah dan selisih fungsi-fungsi, yaitu: 

1. ∫(𝑥 + 2) 𝑑𝑥 
 
 
 

= ∫ 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ 2 𝑑𝑥 

= (
𝑥1+1

1 + 1
+ 𝐶1) + ∫ 2𝑥0 𝑑𝑥 

= (
𝑥2

2
+ 𝐶1) + 2 ∫ 𝑥0 𝑑𝑥 

= (
𝑥2

2
+ 𝐶1) + 2 (

𝑥0+1

0 + 1
+ 𝐶2) 

=
𝑥2

2
+ 𝐶1 + 2

𝑥

1
+ 2𝐶2 

=
1

2
𝑥2 + 𝐶1 + 2𝑥 + 2𝐶2 

=
1

2
𝑥2 + 2𝑥 + 𝐶1 + 2𝐶2 

=
1

2
𝑥2 + 2𝑥 + 𝐶 
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Integral Fungsi Trigonometri 

Integral tak tentu dari fungsi trigonometri dapat ditentukan dengan 
menggunakan aturan atau sifat-sifat turunan fungsi trigonometri. Karena in-
tegral merupakan proses kebalikan atau invers dari turunan, maka diperoleh 
hubungan sebagai berikut. 

  
𝑑

𝑑𝑥
[𝑠𝑖𝑛 𝑥] = 𝑐𝑜𝑠 𝑥  ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 = sin 𝑥 + 𝐶 

  
𝑑

𝑑𝑥
[cos 𝑥] = − sin 𝑥  ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 = − cos 𝑥 + 𝐶 

  
𝑑

𝑑𝑥
[tan 𝑥] = sec2 𝑥  ∫ sec2 𝑥 𝑑𝑥 = tan 𝑥 + 𝐶 

  
𝑑

𝑑𝑥
[cot 𝑥] = −csc2 𝑥  ∫ −csc2 𝑥 𝑑𝑥 = cot 𝑥 + 𝐶 

  
𝑑

𝑑𝑥
[sec 𝑥] = sec 𝑥 tan 𝑥  ∫ sec 𝑥 tan 𝑥 𝑑𝑥 = sec 𝑥 + 𝐶 

  
𝑑

𝑑𝑥
[csc 𝑥] = −csc 𝑥 cot 𝑥  ∫ −csc 𝑥 cot 𝑥 𝑑𝑥 = csc 𝑥 + 𝐶 

 
Untuk lebih memahami turunan fungsi trigonometri, perhatikan Contoh 6 
berikut. 

Contoh 6:  

Tentukan integral tak tentu berikut. 

1. ∫(cos 𝑥 + sin 𝑥)𝑑𝑥 
2. ∫

2

cos2𝑥
 𝑑𝑥 

 

Penyelesaian: 

1. Integran dari soal 1 berupa jumlah dua fungsi trigonometri, sehingga 
integral tak tentu dapat ditentukan dengan menggunakan integral jumlah 
fungsi trigonometri, yaitu: 

 ∫(cos 𝑥 + sin 𝑥)𝑑𝑥 
 

 

= ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥 + ∫ sin 𝑥 𝑑𝑥 

= sin 𝑥 + 𝐶1 − cos 𝑥 + 𝐶2 
= sin 𝑥 − 𝑐𝑜𝑠 𝑥 + 𝐶 

2. Integran dari soal 2 merupakan fungsi trigonometri. Namun, bentuk 

integran 
2

cos2𝑥
 belum dapat ditentukan integral tak tentunya. Oleh karena 
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itu, bentuk 
2

cos2𝑥
 terlebih dahulu dituliskan kembali ke dalam bentuk 

lainnya yang relevan dengan aturan integral fungsi trigonometri.  
Ingat kembali bahwa 1

cos 𝑥
= sec 𝑥, sehingga: 

 
∫

2

cos2𝑥
𝑑𝑥 

 
 

= 2 ∫ (
1

co s 𝑥
×

1

co s 𝑥
) 𝑑𝑥 

= 2 ∫(sec 𝑥 . sec 𝑥) 𝑑𝑥 

= 2 ∫ sec2 𝑥 𝑑𝑥 = 2 tan 𝑥 + 𝐶 

Menyelesaikan Masalah Integral Tak Tentu Fungsi Aljabar 

Integral tak tentu suatu fungsi dapat digunakan untuk menyelesaikan 
masalah yang berkaitan dengan kecepatan (bidang fisika), persamaan garis 
(geometri), biaya marginal (bidang ekonomi) maupun dalam bidang-bidang 
lainnya yang telah dibahas pada bab turunan fungsi. Masalah-masalah ter-
sebut dapat diselesaikan dengan menggunakan langkah-langkah berikut.  

(i). Merumuskan model matematis dari masalah. Kegiatan yang dilakukan 
yaitu: 
 Mengubah informasi dalam masalah menjadi bentuk variabel 

(mengidentifikasi dan memberi nama untuk variabel-variabel), 
 Menentukan hubungan antar variabel atau komponen dalam 

masalah, 
(ii). Menerapkan konsep, prinsip, maupun aturan pada integral tak tentu 

pada model matematis yang telah kita rumuskan untuk memperoleh 
kesimpulan matematis, 

(iii). Menafsirkan kesimpulan matematis yang diperoleh sesuai dengan 
konteks masalah yang diberikan, 

(iv). Menguji kebenaran hasil yang diperoleh. 
 

Contoh 7:  

Tentukan solusi dari masalah-masalah berikut. 

1. Bidang Fisika. 
Sebuah partikel bergerak dari keadaan diam pada titik 𝑥 = 10 dan ber-

gerak sepanjang sumbu 𝑥 dengan fungsi kecepatan 𝑣(𝑡) = 2𝑡3 + 10. Ten-
tukan posisi partikel tersebut pada 𝑡 = 2. 
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2. Bidang Geometri. 
Gradien garis singgung suatu kurva ditentukan oleh  𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥2. Jika 

kurva melalui titik (0,4), tentukan persamaan kurva tersebut. 

Penyelesaian Masalah 1: 

1. Untuk menyelesaikan masalah 1,  maka digunakan langkah-langkah 
sebagai berikut. 

(i). Merumuskan model matematika. 
 Informasi pada masalah diubah menjadi bentuk variabel 

Berdasarkan informasi pada masalah 1 diperoleh: 
𝑣(𝑡) =kecepatan awal partikel = 0 
𝑆(0) = posisi awal benda = 10 
𝑣(𝑡) = kecepatan benda : 𝑣(𝑡) = 2𝑡3 + 10   
𝑆(𝑡) = fungsi posisi partikel  
𝑆(2) = posisi partikel pada saat 𝑡 = 2 
 Menentukan hubungan antar variabel 

Hal yang ditanyakan pada masalah adalah posisi partikel pada saat 
𝑡 = 2 ( 𝑠(2)). Oleh karena itu, perlu ditentukan dahulu fungsi posisi 
partikel tersebut ( 𝑠(𝑡) ) 
Karena fungsi kecepatan merupakan turunan pertama dari fungsi 
posisi, maka a fungsi posisi partikel merupakan anti turunan dari 
fungsi kecepatan. Oleh karena itu, fungsi posisi dari partikel akan 
ditentukan dengan mengintegralkan fungsi kecepatan. Secara ma-
tematis dituliskan sebagai berikut: 

𝑣(𝑡) = 𝑠′(𝑡)    𝑠(𝑡) = ∫ 𝑣(𝑡)𝑑𝑡 
Karena 𝑣(𝑡) = 2𝑡3 + 10, maka integral tak tentu dari 𝑣(𝑡) dapat 

ditentukan dengan menggunakan integral fungsi pangkat, integral hasil 
kali fungsi dengan konstanta, dan integral jumlah dua fungsi. 

(ii). Menerapkan integral fungsi pangkat, integral  hasil kali fungsi dengan 
konstanta, dan integral jumlahan fungsi untuk memperoleh fungsi posisi 
partikel. 

𝑆(𝑡) = ∫ 𝑣(𝑡)𝑑𝑡 
 
 
 

= ∫(2𝑡3 + 10) 𝑑𝑡 

= ∫ 2𝑡3 𝑑𝑡 + ∫ 10 𝑑𝑡 

= 2 ∫ 𝑡3 𝑑𝑡 + 10 ∫ 𝑡0 𝑑𝑡 

= 2 (
𝑡3+1

3 + 1
+ 𝐶1) + 10 (

𝑡0+1

0 + 1
+ 𝐶2) 

=
1

2
𝑡4 + 2𝐶1 + 10𝑡 + 10𝐶2 =

1

2
𝑡4 + 10𝑡 + 𝐶 
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Berdasarkan hasil di atas diperoleh 𝑆(𝑡) =

1

2
𝑡4 + 10𝑡 + 𝐶. Untuk 

mendapatkan fungsi posisi partikel, maka nilai 𝐶 harus ditentukan. Un-
tuk menentukan nilai 𝐶, digunakan informasi posisi awal partikel 𝑆(0) =

10. 
𝑆(0) = 10 ⇔ 1

2
(0)4 + 10(0) + 𝐶 = 10 

 ⇔ 0 + 0 + 𝐶 = 10 
 ⇔ 𝐶 = 10 

Dengan mensubtitusi 𝐶 = 10, diperoleh 𝑆(𝑡) =
1

2
𝑡4 + 10𝑡 + 10, sehingga 

𝑆(2) =
1

2
(2)4 + 10(2) + 10 = 8 + 20 + 10 = 38 

(iii). Menafsirkan kesimpulan matematis yang diperoleh sesuai dengan 
konteks masalah yang diberikan. 
Berdasarkan hasil pada (ii), maka diperoleh posisi partikel tersebut 
pada saat 𝑡 = 2  yaitu 𝑆(2) = 38. 

(iv). Menguji kebenaran hasil yang diperoleh. 

Untuk menguji kebenaran hasil yang diperoleh, dapat dilakukan 
dengan menurunkan kembali fungsi posisi terhadap 𝑡, yaitu 𝑆′(𝑡) =

1

2
×

4𝑡3 + 10 = 2𝑡3 + 10. 

Penyelesaian masalah 2: 

2. Untuk menyelesaikan masalah 2,  maka digunakan langkah-langkah 
sebagai berikut. 

(i). Merumuskan model matematika. 
 Informasi pada masalah diubah menjadi bentuk variabel 
Informasi pada masalah 2: 

𝑚 =
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= gradien atau kemiringan garis singgung kurva = 3𝑥2.  

(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) = titik yang dilalui kurva = (0,4) 
𝑥𝑖 = absis titik yang dilalui kurva = 0   
𝑦𝑖 = ordinat titik yang dilalui kurva = 4 

 Menentukan hubungan antar variabel 

Hal yang ditanyakan pada masalah adalah persamaan kurva 

Karena gradien garis singgung kurva merupakan merupakan 

turunan pertama dari fungsi atau persamaan kurva, maka persamaan 

kurva merupakan anti turunan dari fungsi gradien. Oleh karena itu, 
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persmaan kurva akan ditentukan dengan mengintegralkan fungsi 

gradien kurva tersebut. Secara matematis dituliskan sebagai berikut: 
𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦′ = 3𝑥2    𝑦 = ∫ 3𝑥2 𝑑𝑥 

Karena 𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 𝑦′ = 3𝑡2, maka integral tak tentu dari 𝑦′ dapat diten-

tukan dengan menggunakan integral fungsi pangkat, dan integral hasil 
kali fungsi dengan konstanta. 

(ii). Menerapkan integral fungsi pangkat,dan integral  hasil kali fungsi 
dengan konstanta untuk memperoleh persmaan kurva. 

𝑦 = ∫ 3𝑥2𝑑𝑥 
 
 

 

= 3 ∫ 𝑥2 𝑑𝑥 

= 3 (
𝑥2+1

2 + 1
+ 𝐶) 

= 3
𝑥3

3
+ 𝐶 = 𝑥3 + 𝐶 

Berdasarkan hasil di atas diperoleh 𝑦 = 𝑥3 + 𝐶. Untuk mendapatkan 
persamaan kurva yang melalui titik (0,4) maka nilai 𝐶 harus ditentukan. 
Oleh karena itu, digunakan informasi bahwa 𝑥𝑖 = 0, dan 𝑦𝑖 = 4 

𝑦𝑖 =  𝑥𝑖
3 + 𝐶 ⇔ 4 = 03 + 𝐶 

 ⇔ 𝐶 = 4 
Dengan mensubstitusikan 𝐶 = 4, diperoleh  𝑦 = 𝑥3 + 4 

(iii). Menafsirkan kesimpulan matematis yang diperoleh sesuai dengan 
konteks masalah yang diberikan. 
Berdasarkan hasil pada (ii), maka persaamaan kurva yang memiliki 
gradien garis singgung  𝑑𝑦

𝑑𝑥
= 3𝑥2 dan melalui titik (0,4) adalah 𝑦 = 𝑥3 +

4 
(iv). Menguji kebenaran hasil yang diperoleh. 

Untuk menguji kebenaran hasil yang diperoleh, dapat dilakukan dengan 
menurunkan kembali persamaan kurva yang diperoleh, yaitu 𝑦′(𝑥) =
3𝑥2. 
Sementara itu persamaan 𝑦 = 𝑥3 + 4 juga bernilai benar jika 
disubstitusi nilai 𝑥 = 0 dan 𝑦 = 4, yaitu: 4 = 03 + 4. 
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